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ɨF "TZNNFUSZ 6ODFSUBJOUZ
BOE UIF -POH 5FSN

5ĖģĦěĚ 5ęĠĞĒĤ�

8PSLJOH 1BQFS 0DUPCFS �����
:PVS DPNNFOUT BOE RVFTUJPOT XFMDPNF BU UFSV�UIPNBT!PYPO�PSH�

"CTUSBDU
ɨF "TZNNFUSZ JT UIF WJFX JO QPQVMBUJPO FUIJDT UIBU XIJMF XF PVHIU UP BWPJE

DSFBUJOH BEEJUJPOBM CBE MJWFT UIFSF JT OP SFRVJSFNFOU UP DSFBUF BEEJUJPOBM HPPE
POFT� ɨF RVFTUJPO JT IPX UP FNCFE UIJT WJFX JO B DPNQMFUF OPSNBUJWF UIFPSZ
BOE JO QBSUJDVMBS POF UIBU USFBUT VODFSUBJOUZ JO B QMBVTJCMF XBZ� "GUFS SFWJFXJOH
UIF NBOZ EJċDVMUJFT UIBU BSJTF JO UIJT BSFB * QSFTFOU HFOFSBM ATVQFSWFOJFODF
QSJODJQMFT� UIBU SFEVDF BSCJUSBSZ DIPJDFT UP VODFSUBJOUZ�GSFF POFT� *O UIBU TFOTF
UIFZ QSPWJEF B NFUIPE GPS BHHSFHBUJOH BDSPTT TUBUFT PG OBUVSF� #VU UIFZ BMTP SFEVDF
BSCJUSBSZ DIPJDFT UP POF�QFSTPO DBTFT BOE JO UIBU TFOTF QSPWJEF B NFUIPE GPS
BHHSFHBUJOH BDSPTT QFPQMF� ɨF QSJODJQMFT BSF HFOFSBM JO UIBU UIFZ BSF DPNQBUJCMF
XJUI UPUBM VUJMJUBSJBOJTN BOE FY QPTU QSJPSJUBSJBOJTN JO mYFE�QPQVMBUJPO DBTFT
BOE XJUI B XJEF SBOHF PG XBZT PG FYUFOEJOH UIFTF WJFXT UP WBSJBCMF�QPQVMBUJPO
DBTFT� * UIFO JMMVTUSBUF UIFTF QSJODJQMFT CZ XSJUJOH EPXO B DPNQMFUF UIFPSZ PG UIF
"TZNNFUSZ PS SBUIFS TFWFSBM TVDI UIFPSJFT UP SFnFDU TPNF PG UIF NBJO TVCTUBOUJWF
DIPJDF�QPJOUT� *O EPJOH TP * TVHHFTU B OFX XBZ UP EFBM XJUI UIF JOUSBOTJUJWJUZ
PG UIF SFMBUJPO APVHIU UP DIPPTF A PWFS B �� 'JOBMMZ * DPOTJEFS XIBU UIFTF WJFXT
IBWF UP TBZ BCPVU UIF JNQPSUBODF PG FYUJODUJPO SJTL BOE UIF MPOH�SVO GVUVSF�

� *OUSPEVDUJPO
$POTJEFS UXP QPTTJCMF MPOH�UFSN GVUVSFT GPS IVNBOJUZ� UIF (PPE 'VUVSF DPOUBJOJOH
1020 nPVSJTIJOH GVUVSF IVNBO MJWFT BOE UIF &YUJODU 'VUVSF DPOUBJOJOH OP GVUVSF
IVNBO MJWFT BU BMM�� "DDPSEJOH UP TPNF WJFXT PG QPQVMBUJPO FUIJDT XF XPVME IBWF

�(MPCBM 1SJPSJUJFT *OTUJUVUF BOE 'BDVMUZ PG 1IJMPTPQIZ 6OJWFSTJUZ PG 0YGPSE� #FTJEFT UIF PUIFS
SFTFBSDIFST BU (1* * BN HSBUFGVM UP 5JNPUIZ $BNQCFMM .BUUIFX $MBSLF %BOJFM $PIFO 5PNJ 'SBODJT
"OEFST )FSMJU[ ,BDQFS ,PXBMD[ZL %BWJE .D$BSUIZ "JEBO 1FOO 4UFGBO 3JFEFOFS BOE 5BUKBOB 7JÝBL
GPS NVDI VTFGVM EJTDVTTJPO�

�5P LFFQ UIJOHT TJNQMF *�MM DPOTJEFS POMZ FĊFDUT PO UIF XFMGBSF PG IVNBOT PS NPSF HFOFSBMMZ AQFPQMF��
ɨF OVNCFST BSF TJNQMZ GPS JMMVTUSBUJPO CVU BSF JOEJDBUJWF PG UIPTF GPVOE JO #PTUSPN 	����
�

�



JODSFEJCMZ TUSPOH SFBTPOT UP CSJOH BCPVU UIF (PPE 'VUVSF SBUIFS UIBO UIF &YUJODU POF
JO B TUSBJHIU DIPJDF� 5BLF GPS FYBNQMF5PUBMJTN UIF WJFX UIBU XF PVHIU UP BDU JO B XBZ
UIBU NBYJNJ[FT FYQFDUFE UPUBM XFMGBSF� ɨF TIFFS OVNCFS PG QFPQMF JO UIF (PPE 'VUVSF
NFBOT UIBU UIF UPUBM BNPVOU PG XFMGBSF BU TUBLF JO UIJT DIPJDF XPVME CF WBTUMZ HSFBUFS
UIBO BOZ TBDSJmDF UIF DVSSFOU HFOFSBUJPO DPVME QMBVTJCMZ NBLF PS BOZ CFOFmU UIFZ
DPVME FOEPX VQPO UIFNTFMWFT� *OEFFE NFSFMZ SFQMBDJOH B POF�JO�B�CJMMJPO DIBODF
PG UIF &YUJODU 'VUVSF CZ B POF�JO�B�CJMMJPO DIBODF PG UIF (PPE 'VUVSF XPVME KVTUJGZ
UIF EFTUSVDUJPO PG BMM UIF XFMMCFJOH PG BMM UIF FJHIU CJMMJPO QFPQMF DVSSFOUMZ BMJWF�UFO
UJNFT PWFS�

0OF DPVME QFSIBQT BWPJE TVDI TUSJLJOH DPODMVTJPOT CZ BQQFBMJOH UP OPO�XFMGBSJTU
DPOTJEFSBUJPOT TVDI BT UIF SJHIUT PG UIF QSFTFOU HFOFSBUJPO� #VU FWFO XJUIJO UIF EPNBJO
PG XFMGBSJTU QPQVMBUJPO FUIJDT NBOZ QFPQMF BSF ESBXO UP

ǰF "TZNNFUSZ� *O B TUSBJHIU DIPJDF CFUXFFO DSFBUJOH OP POF BOE DSFBU�
JOH TPNF BEEJUJPOBM QFPQMF XJUI OP FĊFDU PO UIPTF XIP JOEFQFOEFOUMZ
FYJTUy

�� *G UIF BEEJUJPOBM QFPQMF XPVME DFSUBJOMZ IBWF CBE MJWFT XF PVHIU
OPU UP DSFBUF UIFN�

�� *G UIF BEEJUJPOBM QFPQMF XPVME DFSUBJOMZ IBWF HPPE MJWFT JU JT QFS�
NJTTJCMF CVU OPU SFRVJSFE UP DSFBUF UIFN��

ɨF "TZNNFUSZ FOUBJMT UIBU JU XPVME CF QFSNJTTJCMF UP DIPPTF UIF &YUJODU 'VUVSF PWFS
UIF (PPE 'VUVSF JO B TUSBJHIU DIPJDF� ɨJT NJHIU OPU CF UIF GVMM TUPSZ� KVTU BT POF NJHIU
TVQQMFNFOU 5PUBMJTN XJUI B TUPSZ BCPVU SJHIUT POF NJHIU JOUFSQSFU UIF "TZNNFUSZ
BT B QSP UBOUP QSJODJQMF BOE CSJOH JO PUIFS JOHSFEJFOUT UIBU XPVME TQFBL JO GBWPVS PG
UIF (PPE 'VUVSF� 'PS FYBNQMF JG UIF DPOUJOVBODF PG IVNBOJUZ JT NPSBMMZ JNQPSUBOU
JO OPO�XFMGBSJTU XBZT UIFO JU NJHIU UVSO PVU UIBU BMM UIJOHT DPOTJEFSFE XF PVHIU UP
DIPPTF UIF (PPE 'VUVSF CVU OPU BU BOZUIJOH MJLF UIF DPTU JNQMJFE CZ 5PUBMJTN� #F
UIBU BT JU NBZ NZ QSFTVNQUJPO JT UIBU UIFSF JT TPNF DMBTT PG DPOTJEFSBUJPOT�TPNFUIJOH
MJLF DPOTJEFSBUJPOT PG JNQBSUJBM CFOFmDFODF�TVDI UIBU 5PUBMJTN BOE UIF "TZNNFUSZ
BSF TUSBJHIUGPSXBSEMZ EJTBHSFFJOH UIFPSJFT BCPVU XIBU POF PVHIU UP EP BT GBS BT UIPTF
DPOTJEFSBUJPOT HP� GPS UIF SFTU PG UIJT QBQFS * BN UBMLJOH BCPVU XIBU POF PVHIU UP EP
JO KVTU UIBU TFOTF��

�4FF GPS FYBNQMF 3PCFSUT 	����
 GPS B TVSWFZ�
�* SFHSFU UIBU * EP OPU IBWF NPSF UP TBZ UP FMVDJEBUF UIJT QPJOU� *O QSBDUJDF * XJMM HFOFSBMMZ TVQQPTF

UIBU &YQFDUFE 5PUBMJTN IPMET JO mYFE�QPQVMBUJPO DBTFT� UIF RVFTUJPO UIFO JT IPX mYFE�QPQVMBUJPO
&YQFDUFE5PUBMJTN DBO CF QMBVTJCMZ FYUFOEFE UP JODMVEF UIF "TZNNFUSZ� )PXFWFS NPTU PG UIF EJTDVTTJPO
XJMM OPU CF QSFNJTTFE PO mYFE�QPQVMBUJPO &YQFDUFE 5PUBMJTN BOE UIJT XBZ PG EFWFMPQJOH UIF QSPKFDU
TIPVME CF PG JOUFSFTU FWFO UP SFBEFST XIP UIJOL mYFE�QPQVMBUJPO &YQFDUFE 5PUBMJTN NVTU VMUJNBUFMZ
CF NPEJmFE UP JODPSQPSBUF FHBMJUBSJBO DPODFSOT QFSTPOBM QSFSPHBUJWFT TQFDJBM PCMJHBUJPOT EFPOUJD
DPOTUSBJOUT SJTL BWFSTJPO BOE XIBUFWFS FMTF�

�



ɨF QSPCMFN JT UIBU VOMJLF 5PUBMJTN UIF "TZNNFUSZ JT OPXIFSF OFBS B DPNQMFUF
UIFPSZ BOE JO QBSUJDVMBS JU JT TJMFOU BCPVU XIBU UP EP XIFO XF BSF VODFSUBJO BCPVU UIF
PVUDPNFT PG PVS BDUT�BT JOEFFE XF BMXBZT BSF�� 8IBU JG BHBJO UIF NPTU XF DBO EP JT
SFEVDF UIF QSPCBCJMJUZ PG FYUJODUJPO XIJMF JNQPTJOH TPNF NPSF DFSUBJO DPTU PO UIPTF
DVSSFOUMZ BMJWF 5PUBMJTN CZ JODPSQPSBUJOH FYQFDUFE WBMVF UIFPSZ QSPWJEFT B DMFBO
TUPSZ BCPVU IPX UP UIJOL BCPVU TVDI DIPJDFT JO QSJODJQMF OP NBUUFS IPX DPNQMJDBUFE
UIJOHT NJHIU CF JO QSBDUJDF� "T GBS BT * BN BXBSF UIFSF JT OP XPSLFE�PVU WJFX UIBU
DPNCJOFT UIF "TZNNFUSZ XJUI B QMBVTJCMF TUPSZ BCPVU VODFSUBJOUZ��

ɨF HPBM PG UIJT QBQFS JT UP mMM UIJT HBQ BOE NPSF HFOFSBMMZ UP QSFTFOU B DPNQMFUF
FYUFOTJPOBMMZ QMBVTJCMF UIFPSZ PG UIF "TZNNFUSZ� ɨF UISVTU PG UIF QBQFS JT UIFSFGPSF
NPSF DPOTUSVDUJWF UIBO DSJUJDBM� UIF QPJOU JT UP CFBU B EFGFOTJCMF QBUI UISPVHI UIF
UIJDLFU PG JOUVJUJPOT BOE UIFPSFUJDBM QV[[MFT UIBU TVSSPVOE UIF "TZNNFUSZ DMFBSJOH
UIF XBZ GPS GVSUIFS FYQMPSBUJPO� ɨJT QBUI�CFBUJOH JOFWJUBCMZ JOWPMWFT QJDLJOH TJEFT
JO TPNF DPOUSPWFSTJFT BOE * XJMM NBLF DMFBS TPNF PG UIF NBJO UVSOJOH�QPJOUT BMPOH
UIF XBZ� *OEFFE * XJMM VMUJNBUFMZ QSFTFOU GPVS QPTTJCMF EFTUJOBUJPOT DPSSFTQPOEJOH UP
EJĊFSFOU XBZT PG SFTPMWJOH XIBU TUSJLF NF BT UIF NPTU JNQPSUBOU UZQFT PG USBEF�PĊ�

)FSF JT UIF QMBO� *O TFDUJPO � * QSFTFOU UIF CFTU LOPXO FYUBOU BQQSPBDI UP UIF
"TZNNFUSZ UIF TP�DBMMFE )BSN .JOJNJ[BUJPO 7JFX� * VTF UIJT UP JOUSPEVDF UIF NBJO
EJċDVMUJFT UIBU BSJTF JO UIFPSJ[JOH BCPVU UIF "TZNNFUSZ BOE UP MBZ EPXO TPNF NBSLFST�
*O QBSUJDVMBS * FYQMBJO XIZ JU JT EJċDVMU UP SFDPODJMF UIF "TZNNFUSZ XJUI FYQFDUFE
WBMVF UIFPSZ�

ɨF DFOUFSQJFDF PG UIF QBQFS JT TFDUJPO � JO XIJDI * JOUSPEVDF TPNF HFOFSJD
QSJODJQMFT GPS DIPJDF VOEFS VODFSUBJOUZ� ɨFTF QSJODJQMFT BSF AHFOFSJD� JO UIBU UIFZ IBWF
OPUIJOH UP EP XJUI UIF "TZNNFUSZ QFS TF� *O mYFE�QPQVMBUJPO DBTFT 	UIBU JT JO DBTFT
XIFSF UIF TBNF QFPQMF FYJTU OP NBUUFS XIBU
 UIFZ BSF DPNQBUJCMF CPUI XJUI UPUBMJTN
BOE XJUI AFY QPTU� QSJPSJUBSJBOJTN BOE BMMPX GPS B XJEF SBOHF PG WJFXT BCPVU IPX
UIPTF mYFE�QPQVMBUJPO UIFPSJFT TIPVME FYUFOE UP WBSJBCMF QPQVMBUJPOT� ɨFTF MFBE UP B
A4VQFSWFOJFODF ɨFPSFN� UIBU SFEVDFT BSCJUSBSZ DIPJDF TDFOBSJPT UP B DMBTT PG TJNQMF
DIPJDF TDFOBSJPT BOE XIJDI * QSPWF JO UIF "QQFOEJY� ɨJT DMBTT PG TJNQMF DIPJDFT DBO
CF UBLFO FJUIFS UP CF VODFSUBJOUZ�GSFF DIPJDFT PS VODFSUBJO DIPJDFT JOWPMWJOH POMZ POF
QFSTPO� ɨF 4VQFSWFOJFODF ɨFPSFN DBO UIVT CF TFFO FJUIFS BT B XBZ PG BHHSFHBUJOH
BDSPTT TUBUFT PG OBUVSF PS BDSPTT QFPQMF�

�ɨSPVHIPVU * XJMM VOEFSTUBOE VODFSUBJOUZ JO BO PSUIPEPY #BZFTJBO XBZ VTJOH B QSPCBCJMJUZ
EJTUSJCVUJPO UP SFQSFTFOU UIF FQJTUFNJD TUBUF PG UIF BHFOU 	CVU OPU UBLJOH B TUBOE PO XIFUIFS UIF SFMFWBOU
QSPCBCJMJUJFT BSF QVSFMZ TVCKFDUJWF PS PCKFDUJWF F�H� FWJEFOUJBM
� * XJMM TBZ OPUIJOH PO UIF UPQJD PG
A,OJHIUJBO VODFSUBJOUZ� ABNCJHVJUZ� PS AJNQSFDJTF QSPCBCJMJUJFT� BMUIPVHI UIJT JT BSHVBCMZ BO JNQPSUBOU
BSFB FTQFDJBMMZ XIFO UIJOLJOH BCPVU UIF MPOH�SVO GVUVSF� "O PVU�PG�UIF�CPY WJFX XPVME SFQSFTFOU UIF
BHFOU�T FQJTUFNJD TUBUF CZ B TFU PG QSPCBCJMJUZ NFBTVSFT BOE VTF B AMJCFSBM� EFDJTJPO QSJODJQMF PO XIJDI
BO PQUJPO JT QFSNJTTJCMF JG BOE POMZ JG JU XPVME CF QFSNJTTJCMF XJUI SFTQFDU UP TPNF QSPCBCJMJUZ GVODUJPO
JO UIF TFU 	TFF 8FBUIFSTPO 	����
� .PTT 	����
 GPS EJTDVTTJPO
�

�.D%FSNPUU 	����
 .FBDIBN 	����
 BOE $PIFO 	����
 EP NBLF CSJFG TVHHFTUJPOT PO UIJT GSPOU
XIJDI * XJMM DSJUJDJ[F CFMPX�

�



*U SFNBJOT UIFO UP QSPEVDF B QMBVTJCMF UIFPSZ PG UIF "TZNNFUSZ GPS UIFTF TJNQMF
DIPJDF TDFOBSJPT� *O TFDUJPO � * DPOTJEFS FYUBOU QSPQPTBMT GPS EFUFSNJOJOH UIF TFU PG
QFSNJTTJCMF PQUJPOT JO BOZ HJWFO DIPJDF TDFOBSJP CZ DPNQBSJOH BWBJMBCMF PQUJPOT UXP
BU B UJNF� * TIPX XIZ UIFTF QSPQPTBMT BSF VOTBUJTGBDUPSZ BOE NBLF B CFUUFS POF CBTFE
PO 4DIVM[F�T ACFBUQBUI� NFUIPE JO WPUJOH UIFPSZ� *O TFDUJPO � * VTF UIJT QSPQPTBM UP
TLFUDI TFWFSBM EFUBJMFE UIFPSJFT PG UIF "TZNNFUSZ JODPSQPSBUJOH EJĊFSFOU SFTQPOTFT
UP UIF JTTVFT SBJTFE JO TFDUJPO �� * DPODMVEF JO TFDUJPO � CZ JMMVTUSBUJOH XIBU TPNF
PG UIFTF WJFXT TBZ BCPVU FYUJODUJPO SJTL BOE NPSF HFOFSBMMZ BCPVU UIF JNQPSUBODF
PG UIF MPOH�SVO GVUVSF� ɨF "QQFOEJY DPOUBJOT B GPSNBM TUBUFNFOU BOE QSPPG PG UIF
4VQFSWFOJFODF ɨFPSFN�

� ǰF )BSN�.JOJNJ[BUJPO 7JFX
5P JMMVTUSBUF UIF JOJUJBM QSPCMFNT UIBU BSJTF XIFO XF UBLF UIF "TZNNFUSZ TFSJPVTMZ MFU
NF EJTDVTT B TJNQMF WJFX UIF TP�DBMMFE )BSN .JOJNJ[BUJPO 7JFX 	).7
 XIJDI EPFT
TFFN UP DBQUVSF TPNF JNQPSUBOU JOUVJUJPOT CFIJOE UIF "TZNNFUSZ�� 8IJMF * NVTU
BQPMPHJTF UP UIF SFBEFS GPS UIF JOUJNJEBUJOH BSSBZ PG DBTFT JU JT JNQPSUBOU UP BQQSFDJBUF
UIF SBOHF PG JTTVFT SBJTFE CZ UIF "TZNNFUSZ JO PSEFS UP NBLF QSPHSFTT UPXBSET B NPSF
TBUJTGBDUPSZ WJFX� ɨFSF JT JO BOZ DBTF B TIPSU TVNNBSZ BU UIF FOE PG UIF TFDUJPO UP
XIJDI UIF SFBEFS NBZ XJTI UP SFGFS�

ɨF )BSN .JOJNJ[BUJPO 7JFX JT GPSNVMBUFE BT GPMMPXT PO UIF TVQQPTJUJPO UIBU
UIFSF JT OP SFMFWBOU VODFSUBJOUZ� 'JSTU HJWFO BO PQUJPO TFU C  XF DBMDVMBUF UIF IBSN
UP FBDI QFSTPO JO FBDI PQUJPO� #Z EFmOJUJPO UIF IBSN UP QFSTPO s JO PQUJPO x JT UIF
MBSHFTU BNPVOU CZ XIJDI s DPVME IBWF CFFO CFUUFS PĊ IBE TPNF PUIFS PQUJPO CFFO
DIPTFO� /FYU XF DBO EFmOF UIF UPUBM IBSN PG PQUJPO x CZ BEEJOH VQ UIF IBSNT UP UIF
QFPQMF XIP FYJTU JO x � 'JOBMMZ UIF SVMF JT UIBU XF PVHIU UP DIPPTF UIF PQUJPO XJUI UIF
MFBTU UPUBM IBSN�

/PUF UIBU JO JOUFSQSFUJOH UIJT WJFX XF TIPVME BU MFBTU GPSNBMMZ DPVOU OPO�FYJTUFODF
BT B [FSP MFWFM PG XFMGBSF� ɨJT FOTVSFT UIBU IBWJOH B CBE MJGF DPVOUT BT B IBSN JG POF
XPVME OPU IBWF FYJTUFE VOEFS TPNF BMUFSOBUJWF PQUJPO B GBDU DSVDJBM UP UIF XBZ JO
XIJDI UIF WJFX WBMJEBUFT UIF "TZNNFUSZ� $POTJEFS $BTF ��

$BTF �� #BTJD "TZNNFUSZ

"Ĕĥ Ǻ

"EBN 0
&WF �

"Ĕĥ ǻ

"EBN 0
&WF �1

"Ĕĥ Ǽ

"EBN 0
&WF 1

�4FF .D%FSNPUU 	����
� "OPUIFS UZQF PG WJFX JT ,BUI�T 4IPSUGBMM 6UJMJUBSJBOJTN 	,BUI ����

XIJDI JT NPSF TJNJMBS UP TPNF PG UIF WJFXT * TLFUDI JO TFDUJPO ��

�



)FSF "EBN IBT UIF TBNF XFMGBSF [FSP VOEFS FBDI BDU� 6OEFS "DUT � BOE � 	CVU OPU
"DU �
 &WF BMTP FYJTUT XJUI XFMGBSF �1 PS 1 SFTQFDUJWFMZ DPSSFTQPOEJOH UP B TMJHIUMZ CBE
PS B TMJHIUMZ HPPE MJGF� 4VQQPTF mSTU UIBU POMZ "DUT � BOE � BSF BWBJMBCMF PQUJPOT� "DU �
DPOUBJOT OP IBSN UP BOZPOF� UIF POMZ FYJTUJOH QFSTPO "EBN XPVME OPU IBWF CFFO
CFUUFS PĊ VOEFS BOZ BMUFSOBUJWF� #VU "DU � DPOUBJOT POF VOJU PG IBSN UP &WF TJODF TIF
DPVME IBWF IBE [FSP 	JO UIF GPSN PG OPO�FYJTUFODF
 SBUIFS UIBO �1� 4P POF PVHIU UP
DIPPTF "DU � PWFS "DU �� 	8IFOFWFS * TBZ POF PVHIU UP DIPPTF x PWFS y  * NFBO JU JO
UIJT TFOTF� POF PVHIU UP DIPPTF x XIFO POMZ UIPTF UXP PQUJPOT BSF BWBJMBCMF�
 4JNJMBSMZ
GPDVTJOH PO "DUT � BOE � POMZ OFJUIFS PQUJPO DPOUBJOT BOZ IBSN BOE UIFSFGPSF PVU
PG UIPTF UXP BDUT FJUIFS POF JT QFSNJTTJCMF� ɨFTF BSF UIF WFSEJDUT DIBSBDUFSJTUJD PG UIF
"TZNNFUSZ�

"MUIPVHI UIJT TFFNT MJLF BO JOTJHIUGVM BDDPVOU PG UIF "TZNNFUSZ QFS TF BT B HFOFSBM
UIFPSZ JU SBJTFT NBOZ JTTVFT�

��� $POEPSDFU 7JPMBUJPOT

'JSTU PG BMM ).7 WJPMBUFT QPQVMBS SFRVJSFNFOUT GSPN EFDJTJPO UIFPSZ JODMVEJOH
DPOUSBDUJPO DPOTJTUFODZ� ɨF FTTFOUJBM QPJOU JT UIBU UIF SFMBUJPO APVHIU UP DIPPTF x
PWFS y � JT OPU USBOTJUJWF�� ɨJT JOUSBOTJUJWJUZ JT CSPVHIU PVU CZ $BTF � B WFSTJPO PG UIF
XFMM�LOPXO NFSF BEEJUJPO QBSBEPY�

$BTF �� .FSF "EEJUJPO 1BSBEPY

"Ĕĥ Ǻ

"EBN 100
&WF �
$BJO �

"Ĕĥ ǻ

"EBN 105
&WF 105
$BJO 105

"Ĕĥ Ǽ

"EBN 95
&WF 125
$BJO 125

).7 TBZT UIBU XF PVHIU UP DIPPTF � PWFS � � PWFS � BOE ZFU � PWFS �� .PSFPWFS UIJT
GBJMVSF PG USBOTJUJWJUZ JT TUSPOHMZ TVHHFTUFE CZ UIF "TZNNFUSZ JUTFMG BOE JT OPU TQFDJBM
UP ).7� 8F PVHIU UP DIPPTF � PWFS � CFDBVTF JU CFOFmUT "EBN XIJMF CSJOHJOH &WF
BOE $BJO JOUP FYJTUFODF XJUI HPPE MJWFT�� 8F PVHIU UP DIPPTF � PWFS � HJWFO UIBU UIF
TBNF QFPQMF FYJTU JO FJUIFS PQUJPO BOE UIFZ BSF PO BWFSBHF CFUUFS PĊ VOEFS "DU ���

�3FDBMM UIBU B CJOBSZ SFMBUJPO R JT USBOTJUJWF JĊ GPS BMM x , y, z JO JUT EPNBJO R(x , y ) ^ R(y, z )!
R(x , z )�

�"MUIPVHI * UIJOL NPTU QFPQMF TZNQBUIFUJD UP UIF "TZNNFUSZ XJMM FOEPSTF UIJT WFSEJDU JOUSBOTJUJWJUZ
NBZ EFMJWFS TPNF QSFTTVSF UP EFOZ JU� *O QBSUJDVMBS DSJUJDBM SBOHF VUJMJUBSJBOJTN XJUI BO JOmOJUF DSJUJDBM
SBOHF JT USBOTJUJWF BOE DPNQBUJCMF XJUI FYQFDUFE WBMVF UIFPSZ BOE EFMJWFST UIF "TZNNFUSZ� CVU EFOJFT
UIBU JU JT FWFS SFRVJSFE UP DSFBUF FYUSB QFPQMF IPXFWFS XFMM PĊ UIFZ XPVME CF BOE IPXFWFS NVDI JU
XPVME CFOFmU JOEFQFOEFOUMZ FYJTUJOH QFPQMF�

�*U JT USVF UIBU VOEFS "DU � FWFSZPOF JT FRVBMMZ XFMM PĊ B DPOTJEFSBUJPO UIBU TPNF QFPQMF UBLF
UP TQFBL JO JUT GBWPVS DPNQBSFE UP "DU �� )PXFWFS JG UIF OVNCFST BSF DIPTFO DBSFGVMMZ FOPVHI UIJT
TIPVME OPU TFFN UP PVUXFJHI UIF EJĊFSFODF JO BWFSBHF XFMGBSF�

�



#VU JU JT BU MFBTU QFSNJTTJCMF UP DIPPTF � PWFS � TJODF EPJOH TP CFOFmUT "EBN BOE UIFSF
TFFNT UP CF OP PCMJHBUJPO UP CSJOH &WF BOE $BJO JOUP FYJTUFODF�

(JWFO UIBU USBOTJUJWJUZ GBJMVSFT TFFN UP CF DPNNPO JO OPO�DPOTFRVFOUJBMJTU UIFPSJFT
	BOE JG XF CFMJFWF 5FNLJO QFSIBQT FWFO JO DPOTFRVFOUJBMJTU UIFPSJFT
 * EP OPU UIJOL
UIBU UIJT BNPVOUT UP B TUSPOH PCKFDUJPO UP ).7 PS UP UIF "TZNNFUSZ JUTFMG� 8F TIPVME
IPXFWFS CF BMJWF UP UIF EJċDVMUJFT JU SBJTFT BOE JO QBSUJDVMBS XF TIPVME BUUFOE UP IPX
UIF UIFPSZ QSPEVDFT WFSEJDUT JO DBTFT JO XIJDI UIFSF BSF NPSF UIBO UXP PQUJPOT���

8IFO APVHIU UP DIPPTF x PWFS y � JT USBOTJUJWF UIFSF XJMM BVUPNBUJDBMMZ CF JO BOZ
mOJUF TFU PG PQUJPOT BU MFBTU POF VOEPNJOBUFE PQUJPO UIBU JT BU MFBTU POF PQUJPO x
TVDI UIBU GPS BOZ PUIFS PQUJPO y  JU JT QFSNJTTJCMF UP DIPPTF x PWFS y � " WFSZ OBUVSBM
	JG OPU VORVFTUJPOBCMF
 WJFX JT UIBU UIF QFSNJTTJCMF PQUJPOT JODMVEF UIF VOEPNJOBUFE
POFT� /PX UIF QSPCMFN JT UIBU XIFO APVHIU UP DIPPTF x PWFS y � JT OPU USBOTJUJWF
UIFSF NBZ CF OP VOEPNJOBUFE PQUJPOT TP�VOMFTT XF XBOU UP SFDPHOJ[F XJEFTQSFBE
NPSBM EJMFNNBT�XF DBOOPU SFMZ PO UIJT QSJODJQMF GPS TFMFDUJOH QFSNJTTJCMF PQUJPOT�
/POFUIFMFTT XIFO UIFSF BSF VOEPNJOBUFE PQUJPOT UIFZ TUJMM JOUVJUJWFMZ IBWF B TQFDJBM
TUBUVT� ɨF GPMMPXJOH FYBNQMF GSPN +BDPC 3PTT JMMVTUSBUFT UIJT QPJOU�

$BTF �� *NQSPWBCMF -JGF "WPJEBODF��

"Ĕĥ Ǻ

"EBN 10
&WF �

"Ĕĥ ǻ

"EBN 20
&WF 20

"Ĕĥ Ǽ

"EBN �200
&WF 100

"DU � JT UIF PVUTUBOEJOH PQUJPO� *OEFFE FWFO CZ UIF MJHIUT PG ).7 "DU � JT OPU POMZ
VOEPNJOBUFE CVU JT UIF $POEPSDFU XJOOFS� XF PVHIU UP DIPPTF "DU � PWFS FBDI PUIFS
PQUJPO JO B QBJSXJTF DIPJDF� #VU ).7 EPFT OPU ZJFME UIF WFSEJDU UIBU XIFO BMM UISFF
PQUJPOT BSF BWBJMBCMF XF PVHIU UP DIPPTF "DU �� *OTUFBE "DU � JT SFRVJSFE� ɨBU�T
CFDBVTF "DU � POMZ DPOUBJOT �� VOJUT PG IBSN� "EBN DPVME IBWF IBE �� JOTUFBE PG ���
*O DPOUSBTU "DU � DPOUBJOT �� VOJUT PG IBSN CFDBVTF &WF DPVME IBWF IBE ��� JOTUFBE
PG ��� "OE "DU � DPOUBJOT ��� VOJUT PG IBSN� 4P "DU � JT UIF PQUJPO UIBU NJOJNJ[FT
UPUBM IBSN�

5P BWPJE TVDI JNQMBVTJCMF QBUUFSOT PG QFSNJTTJCJMJUZ POF NJHIU SFRVJSF UIBU JG UIFSF
BSF VOEPNJOBUFE PQUJPOT UIFO UIFZ BSF UIF QFSNJTTJCMF POFT� )PXFWFS UIFSF BSF DBTFT
JO XIJDI UIJT EPFT OPU TFFN DPSSFDU FJUIFS 	TFF NZ EJTDVTTJPO PG %JBHSBN # JO TFDUJPO

��* TIPVME NFOUJPO UXP PCKFDUJPOT UP JOUSBOTJUJWJUZ� 0OF PCKFDUJPO JT UIBU ACFUUFS UIBO� JT USBOTJUJWF
BOE TP UIF WFSEJDUT BCPVU $BTF � DBOOPU CF VOEFSTUPPE JO UFSNT PG CFUUFSOFTT� * TJNQMZ BHSFF XJUI UIJT
XIJDI QBSUMZ FYQMBJOT NZ GPDVT PO UIF APVHIU UP DIPPTF x PWFS y � SFMBUJPO JOTUFBE PG CFUUFSOFTT� "
TFDPOE PCKFDUJPO IBT UP EP XJUI EJBDISPOJD DIPJDF 	TFF F�H� "OESFPV 3BCJOPXJD[ BOE NZ EJTDVTTJPO PG
%JBHSBN % JO TFDUJPO �
�

��3PTT 	���� Q� ���
� JO VOQVCMJTIFE XPSL 7JÝBL FNQIBTJTFT UIJT BT B QSPCMFN GPS .FBDIBN�T
WFSTJPO PG ).7�

�



�� * UIBOL .BUU $MBSL GPS QSFTTJOH UIJT QPJOU
� 8IBU EPFT TFFN HFOFSBMMZ DPNQFMMJOH
JT UIF QSJODJQMF UIBU UIF VOEPNJOBUFE PQUJPOT TIPVME CF BNPOH UIF QFSNJTTJCMF POFT�
).7 WJPMBUFT UIJT DSJUFSJPO�� BOE UIF TJNJMBSMZ DPNQFMMJOH

$POEPSDFU $SJUFSJPO� 0OF PVHIU UP DIPPTF UIF $POEPSDFU XJOOFS JG
UIFSF JT POF�

��� 6ODFSUBJOUZ

ɨF )BSN .JOJNJ[BUJPO 7JFX BT TUBUFE BCPWF EPFT OPU TBZ IPX UP IBOEMF VODFSUBJOUZ�
#PUI .D%FSNPUU BOE .FBDIBN 	����
 JO UIFJS EFWFMPQNFOUT PG ).7 EP NBLF CSJFG
TVHHFTUJPOT PO UIJT GSPOU CVU CPUI TVHHFTUJPOT BSF JNQMBVTJCMF�

" mSTU QPTTJCJMJUZ DMPTF UP .D%FSNPUU�T QSPQPTBM JT UP DPNQBSF BDUT CBTFE PO UIFJS
UPUBM FYQFDUFE IBSN 	PS FRVJWBMFOUMZ UIFJS FYQFDUFE UPUBM IBSN
� #VU DPOTJEFS $BTF ��

$BTF �� "OUJ�/BUBMJTN

"Ĕĥ Ǻ H T E

&WF � � �

"Ĕĥ ǻ H T E

&WF 100 100 �1

)FSF XF BSF UIJOLJOH PG DSFBUJOH &WF BT JO "DU ���� )FS XFMGBSF EFQFOET PO UIF UPTT
PG B DPJO� *G UIF DPJO MBOET IFBET H PS UBJMT T  TIF XJMM HFU XFMGBSF ���� #VU JG JU
MBOET PO JUT FEHF E �XIJDI XF DBO TVQQPTF IBT B GBOUBTUJDBMMZ TNBMM QSPCBCJMJUZ�TIF
XJMM IBWF B TMJHIUMZ CBE MJGF BU MFWFM �1� #FDBVTF &WF XPVME OPU TVĊFS BOZ IBSN PO
IFBET PS UBJMT CVU XPVME TVĊFS B IBSN JO UIF FEHF DBTF "DU � DPOUBJOT TPNF FYQFDUFE
IBSN XIFSFBT "DU � DPOUBJOT OPOF� ɨF TVHHFTUFE FYUFOTJPO PG ).7 UIFO SFRVJSFT
"DU �� (JWFO UIBU BOZ HJWFO QFSTPO NJHIU IBWF B CBE MJGF UIJT BNPVOUT UP B SBEJDBM
BOE * UIJOL VOXBOUFE GPSN PG BOUJ�OBUBMJTN� *OEFFE B QMBVTJCMF FYUFOTJPO PG UIF
"TZNNFUSZ XPVME CF

ǰF &YQFDUBUJPOBM "TZNNFUSZ� *O B TUSBJHIU DIPJDF CFUXFFO DSFBUJOH
OP POF BOE DSFBUJOH TPNF BEEJUJPOBM QFPQMF XJUI OP FĊFDU PO UIPTF XIP
JOEFQFOEFOUMZ FYJTUy

��*O UIF SFWJTFE WFSTJPO PG .D%FSNPUU�T WJFX 	.D%FSNPUU ����
 SFWJTFE WFSTJPO PG IJT WJFX CPUI
"DUT � BOE � BSF QFSNJTTJCMF 	UIPVHI "DU � JT TUJMM UIF $POEPSDFU XJOOFS
� * UIJOL UIJT JT XSPOH�POF
SFBMMZ PVHIU UP DIPPTF UIF $POEPSDFU XJOOFS�CVU BU MFBTU NPSF QMBVTJCMF UIBO UIF WFSEJDU UIBU "DU � JT
JNQFSNJTTJCMF� *O BOZ DBTF UIF PUIFS QSPCMFNT XJUI ).7 BSF VOBĊFDUFE�

��*O QSFWJPVT QBZPĊ UBCMFT * JODMVEFE UIF JOEFQFOEFOUMZ FYJTUJOH "EBN BT XFMM BT &WF BOE IF NJHIU
IBWF CFFO JEFOUJmFE BT UIF BHFOU GBDJOH UIF DIPJDF� )FSF * BN BTTVNJOH UIBU POMZ &WF�T JOUFSFTUT BSF BU
TUBLF BOE GPS CSFWJUZ FYDMVEF BOZPOF FMTF GSPN UIF UBCMF� *G CPUIFSFE CZ UIF BCTFODF PG BO BHFOU UIF
SFBEFS NBZ TVQQPTF UIBU BO BEEJUJPOBM QFSTPO TVDI BT "EBN FYJTUT JOEFQFOEFOUMZ PG UIF DIPJDF BOE
IBT DPNQMFUFMZ VOBĊFDUFE XFMGBSF� 0O BMM UIF DPODSFUF WJFXT * XJMM DPOTJEFS XF BSF KVTUJmFE JO JHOPSJOH
TVDI B QFSTPO JO FWBMVBUJOH UIF BWBJMBCMF PQUJPOT�

�



�� *G UIF BEEJUJPOBM QFPQMF XPVME BMM IBWF CBE MJWFT JO FYQFDUBUJPO XF
PVHIU OPU UP DSFBUF UIFN�

�� *G UIF BEEJUJPOBM QFPQMF XPVME BMM IBWF HPPE MJWFT JO FYQFDUBUJPO JU
JT QFSNJTTJCMF CVU OPU SFRVJSFE UP DSFBUF UIFN�

8IJMF QFSIBQT XF TIPVME DPOTJEFS TPNF WBSJBUJPOT PO UIJT QSJODJQMF 	F�H� BMMPXJOH
NPSBM PVHIUT UP CF SJTL BWFSTF XJUI SFTQFDU UP JOEJWJEVBM XFMGBSF
 UIF &YQFDUBUJPOBM
"TZNNFUSZ TFFNT UP CF NVDI NPSF JO UIF SJHIU CBMMQBSL UIBO UIF FYQFDUFE IBSN WJFX�

.D%FSNPUU�T PXO WFSZ CSJFG TVHHFTUJPO XBT UP NJOJNJ[F UIF UPUBM FYQFDUFE IBSN
VOEFS FBDI BDU CVU XIFSF VOVTVBMMZ UIF IBSN UP FBDI QFSTPO JO FBDI TUBUF JT DBMDVMBUFE
SFMBUJWF UP UIF FYQFDUFE XFMMCFJOH PG UIBU QFSTPO VOEFS UIF BMUFSOBUJWFT� 4P GPS FYBNQMF
JO $BTF � JO DBMDVMBUJOH UIF IBSN UP &WF JO TUBUF E VOEFS "DU � UIF SFMFWBOU GBDU
JT OPU UIBU &WF XPVME IBWF CFFO CFUUFS PĊ UIBO �1 JO TUBUF E VOEFS "DU � CVU UIBU
TIF XPVME IBWF CFFO CFUUFS PĊ UIBO �1 JO FYQFDUBUJPO VOEFS "DU �� #VU PG DPVSTF
UIJT ZJFMET UIF TBNF WFSEJDU JO UIJT QBSUJDVMBS DBTF� 4P $BTF � JT B DPVOUFSFYBNQMF UP
.D%FSNPUU�T WJFX BT XFMM���

" EJĊFSFOU QPTTJCJMJUZ JT UP JEFOUJGZ UIF 	AFY BOUF�
 IBSN UP QFSTPO s VOEFS BDU x
BT UIF MBSHFTU BNPVOU PG FYQFDUFE XFMMCFJOH CZ XIJDI s DPVME IBWF CFFO CFUUFS PĊ
VOEFS TPNF BMUFSOBUJWF� ɨJT BQQFBST UP CF .FBDIBN�T QSPQPTBM� ɨF RVFTUJPO UIFO
BSJTFT XIBU UP EP BCPVU UIF QPTTJCJMJUZ UIBU &WF EPFT OPU FYJTU� *G XF USFBU OPO�FYJTUFODF
BT [FSP XFMGBSF UIFO XF BSF JO EBOHFS PG MBQTJOH JOUP 5PUBMJTN� ɨF UFOTJPO IFSF JT
CSPVHIU PVU CZ $BTF ��

$BTF �� "MNPTU $FSUBJO /PO�&YJTUFODF

"Ĕĥ Ǻ H T E

"EBN 10 10 10
&WF 10 10 10

"Ĕĥ ǻ H T E

"EBN 10 10 10
&WF � � �

"Ĕĥ Ǽ H T E

"EBN 15 15 15
&WF � � 15

$POTJEFS mSTU "DUT � BOE �� &WF JT TVSF UP FYJTU VOEFS "DU �� *O "DU � TIF JT TVSF
OPU UP FYJTU� ɨF "TZNNFUSZ DPNNJUT VT UP TBZJOH UIBU FJUIFS POF PG UIFTF BDUT JT
QFSNJTTJCMF JO B QBJSXJTF DIPJDF� 0O UIF PUIFS IBOE &WF IBT [FSP FYQFDUFE XFMGBSF
VOEFS "DU � TP JG XF KVTU OBJWFMZ JEFOUJGZ IBSN XJUI EJĊFSFODFT JO FYQFDUFE XFMGBSF
&WF TVĊFST B TJHOJmDBOU IBSN VOEFS "DU � BOE UIF IBSN NJOJNJ[BUJPO SFRVJSFT "DU ��
5P FTDBQF UIJT DPODMVTJPO JU XPO�U EP UP DBSWF PVU BO FYDFQUJPO CBTFE PO UIF GBDU UIBU
&WF JT DFSUBJO OPU UP FYJTU VOEFS "DU �� 'PS DPOTJEFS "DUT � BOE �� *O "DU � &WF IBT B
GBOUBTUJDBMMZ UJOZ DIBODF PG FYJTUFODF NBLJOH IFS FYQFDUFE XFMGBSF DMPTF UP [FSP� 0O
UIF WJFX PO PĊFS &WF TVĊFST B TJHOJmDBOU IBSN�BMNPTU �� VOJUT XPSUI�VOEFS "DU ��

��ɨF WJFX QSPQPTFE CZ $PIFO 	����
 TPVOET JOJUJBMMZ MJLF UIF AFYQFDUFE UPUBM IBSN WJFX� BMUIPVHI
JU CFDPNF DMFBS JO IJT EJTDVTTJPO PG UIF OPO�JEFOUJUZ QSPCMFN UIBU UIJT JT OPU XIBU�T JOUFOEFE� $BTF �
TFFNT UP CF B DPVOUFSFYBNQMF UP IJT WJFX FJUIFS XBZ�

�



ɨJT JT NPSF UIBO FOPVHI UP PĊTFU UIF TJHOJmDBOU CFOFmU UP "EBN� #VU JU JT EJċDVMU
UP CFMJFWF UIBU JU JT QFSNJTTJCMF UP DIPPTF "DU � PWFS "DU � BOE ZFU JNQFSNJTTJCMF UP
DIPPTF "DU � PWFS "DU ��

*O DPNQBSJOH "DUT � BOE � JO $BTF � JU JT UFNQUJOH UP BQQFBM UP &WF�T FYQFDUFE
XFMGBSF DPOEJUJPOBM PO FYJTUFODF� 10 VOEFS "DU � BOE 15 VOEFS "DU �� ɨF GBDU UIBU 10
JT MFTT UIBO 15 TVHHFTUT B TFOTF JO XIJDI &WF XPVME CF IBSNFE CZ "DU � TP UIBU POF
PVHIU UP DIPPTF "DU � PWFS "DU � FWFO JHOPSJOH "EBN� #VU ZFU BOPUIFS DBTF TIPXT
UIBU UIJT DBOOPU CF UIF SFMFWBOU TFOTF PG IBSN�

$BTF �� #FUUFS $IBODF PG B #BE -JGF

"Ĕĥ Ǻ H T E

&WF �10 �10 �10

"Ĕĥ ǻ H T E

&WF � � �11

*O $BTF � "DU � HJWFT &WF TMJHIUMZ IJHIFS FYQFDUFE XFMGBSF DPOEJUJPOBM PO FYJTUFODF�
�10 SBUIFS UIBO �11� 0O UIF WJFX PG IBSN VOEFS DPOTJEFSBUJPO POF PVHIU UP DIPPTF
"DU � PWFS "DU �� #VU "DU � NBLFT JU DFSUBJO UIBU &WF XJMM FYJTU BOE IBWF B CBE MJGF
XIFSFBT "DU � NBLFT JU BMM CVU DFSUBJO UIBU TIF XJMM OPU FYJTU BU BMM� ɨF mSTU DMBVTF
PG UIF "TZNNFUSZ TUSPOHMZ TVHHFTUT UIBU POF PVHIU UP DIPPTF "DU � PWFS "DU � BOE
JOEFFE UIJT TFFNT MJLF UIF SJHIU WFSEJDU�

'VSUIFS WJFXT NBZ DPNF SFBEJMZ UP NJOE� *OTUFBE PG USZJOH UP TFUUMF UIF NBUUFS
SJHIU BXBZ MFU NF QPJOU PVU POF OFHMFDUFE LJOE PG DBTF UIBU SBJTFT GVSUIFS QV[[MFT�

$BTF �� *OUFSTUBUF /PO�*EFOUJUZ �

"Ĕĥ Ǻ H T

&WF 1 �

"Ĕĥ ǻ H T

&WF � 10

)FSF "DU � DSFBUFT &WF JG BOE POMZ JG H PCUBJOT� "DU � DSFBUFT &WF SBUIFS CFUUFS PĊ
JG BOE POMZ JG T PCUBJOT� * UIJOL JU JT RVJUF VODMFBS XIBU UP TBZ BCPVU UIJT DBTF� 0O
UIF POF IBOE JU JT WFSZ UFNQUJOH UP TBZ UIBU POF PVHIU UP DIPPTF "DU � PWFS "DU �
BOE UIBU POF PVHIU UP EP TP GPS &WF�T TBLF� "OE DFSUBJOMZ JU XPVME TFFN HSBUVJUPVT
UP DIPPTF "DU �� )PXFWFS CZ UIF "TZNNFUSZ JG UIF 	VOBĊFDUFE
 BHFOU XFSF DFSUBJO
UIBU H PCUBJOFE IF XPVME CF QFSNJUUFE UP DIPPTF "DU �� BOE TP UPP JG IF LOFX UIBU
T PCUBJOFE� ɨBU JT JG IF LOFX UIF PVUDPNF PG UIF DPJO UPTT FJUIFS XBZ IF XPVME
CF QFSNJUUFE UP DIPPTF "DU �� ,FFQJOH UIBU QPJOU WFSZ mSNMZ JO NJOE JU JT IBSE UP
FYQMBJO IPX UIF BHFOU�T BT�JU�IBQQFOT JHOPSBODF BCPVU UIF DPJO DPVME CF SFMFWBOU UP
UIF QFSNJTTJCJMJUZ PG UIFTF BDUT���

��ɨF DBTF JT TJNJMBS UP UIF TPSU PG DBTF DPOTJEFSFE CZ )BSF 	����
� " EJĊFSFOU XBZ UP SVO UIF
BSHVNFOU JT UP SFMZ PO B EJTUJODUJPO CFUXFFO PCKFDUJWF BOE TVCKFDUJWF PVHIUT� 0OF NJHIU UIJOL UIBU
XIFUIFS UIF DPJO JT IFBET PS UBJMT "DU � JT PCKFDUJWFMZ QFSNJTTJCMF TP UIBU UIF BHFOU JT 	PS DBO CF

DFSUBJO UIBU "DU � JT PCKFDUJWFMZ QFSNJTTJCMF� JU TFFNT TUSBOHF UIFO UP DMBJN UIBU "DU � JT TVCKFDUJWFMZ
JNQFSNJTTJCMF�

�



*O UIJOLJOH BCPVU UIJT DBTF BOE PUIFST * XJMM DPOTJEFS CFMPX JU JT XPSUI CFBSJOH
JO NJOE UIBU UIF KVEHNFOU UIBU "DU � JT QFSNJTTJCMF JO UIF TFOTF SFMFWBOU UP UIJT
QBQFS JT DPNQBUJCMF XJUI UIF KVEHNFOU UIBU "DU � JT JOTUSVNFOUBMMZ CFUUFS UIBO "DU ��
*OEFFE JOTPGBS BT POF EFTJSFT B UIFPSZ PG WBMVF JO BEEJUJPO UP B UIFPSZ PG PVHIUT PS
SFRVJSFNFOUT B MFBEJOH DPOUFOEFS NVTU CF UIF WJFX UIBU UIF JOUSJOTJD WBMVF PG PVUDPNFT
USBDLT UPUBM XFMGBSF BOE UIF JOTUSVNFOUBM WBMVF PG BDUT USBDLT FYQFDUFE UPUBM XFMGBSF� *U
NBZ IPXFWFS CF UIBU UIF VOEFSMZJOH DPOTJEFSBUJPOT UIBU HSPVOE TVDI FWBMVBUJWF GBDUT
EP OPU BMXBZT HFOFSBUF OPSNBUJWF SFRVJSFNFOUT� "DU � JT JOTUSVNFOUBMMZ CFUUFS UIBO
"DU � CVU OPU SFRVJSFE� ɨJT QJDUVSF HJWFT BU MFBTU TPNF TFOTF UP UIF KVEHNFOU UIBU
DIPPTJOH "DU � XPVME CF AHSBUVJUPVT��

��� ǰF /PO�*EFOUJUZ 1SPCMFN

" UIJSE JTTVF JT UIF GBNPVT /PO�*EFOUJUZ 1SPCMFN� $POTJEFS $BTF ��

$BTF �� #BTJD /PO�*EFOUJUZ

"Ĕĥ Ǻ

&WF 1
&WF0 �

"Ĕĥ ǻ

&WF �
&WF0 10

"Ĕĥ Ǽ

&WF 10
&WF0 �

"DDPSEJOH UP ).7 XF PVHIU UP DIPPTF "DU � PWFS "DU �� "DU � IBSNT &WF� #VU JU
PGUFO IBQQFOT UIBU PVS BDUJPOT DIBOHF UIF JEFOUJUJFT PG GVUVSF QFPQMF� JOTUFBE PG TJNQMZ
JODSFBTJOH &WF�T XFMMCFJOH BT JO "DU � DPOTJEFS UIF PQUJPO PG DSFBUJOH B EJĊFSFOU
QFSTPO &WF0 XJUI IJHIFS XFMMCFJOH BT JO "DU �� ).7 TBZT UIBU JU JT QFSNJTTJCMF
UP DIPPTF "DU � PWFS "DU �� /PS JT UIJT BO BDDJEFOUBM QFDVMJBSJUZ PG ).7� "U MFBTU
IFVSJTUJDBMMZ UIF TFDPOE DMBVTF PG UIF "TZNNFUSZ TVHHFTUT UIBU UIFSF JT OP SFBTPO UP
DSFBUF BEEJUJPOBM QFPQMF XJUI HPPE MJWFT BOE JG TP JU JT BXLXBSE UP FYQMBJO XIZ UIFSF
XPVME CF NPSF SFBTPO UP DSFBUF POF BEEJUJPOBM QFSTPO SBUIFS UIBO BOPUIFS�

*U JT JO GBDU VODMFBS UP NF XIBU UIF SJHIU BOTXFS JT IFSF� .BOZ QFPQMF BSF BUUSBDUFE
UP UIF A/P %JĊFSFODF 7JFX� 	1BSmU ���� Q� ���
 UP UIF FĊFDU UIBU UIF DIPJDF CFUXFFO
"DUT � BOE � NVTU CF USFBUFE JO UIF TBNF XBZ BT UIF DIPJDF CFUXFFO "DUT � BOE �� JU
NBLFT OP EJĊFSFODF UIBU UIF JEFOUJUJFT PG UIF QFPQMF DIBOHF� *O BO JNQFSGFDU NBUDI UP
USBEJUJPOBM UFSNJOPMPHZ * XJMM DBMM TVDI WJFXT AXJEF� BT PQQPTFE UP AOBSSPX� WJFXT MJLF
).7� 0O UIF PUIFS IBOE #PPOJO 	����
 HJWFT DPVOUFSFYBNQMFT UP UIF /P %JĊFSFODF
7JFX UIBU PUIFST NBZ mOE QFSTVBTJWF� 'PS FYBNQMF TVQQPTF UIBU &WF JO "DU � JT IPSTF
SBUIFS UIBO B IVNBO XJUI UIF SFMBUJWFMZ MPX XFMGBSF UZQJDBM PG FWFO HPPE IPSTF MJWFT�
*U EPFT OPU TFFN PCKFDUJPOBCMF UP CSJOH UIJT IPSTF JOUP FYJTUFODF 	"DU �
 SBUIFS UIBO UP
CSJOH IVNBO &WF0 JOUP FYJTUFODF 	"DU �
� JU DFSUBJOMZ EPFT OPU TFFN BT PCKFDUJPOBCMF BT

��



DIPPTJOH "DU � PWFS "DU ���� " EJTUJODU QPTTJCJMJUZ JO IBSNPOZ XJUI NZ DPNNFOUT
BCPVU $BTF � JT UIBU BMUIPVHI "DUT � BOE � BSF FRVBMMZ HPPE JO JOTUSVNFOUBM UFSNT
CVU UIFZ TUJMM IBWF EJĊFSFOU OPSNBUJWF TUBUVT SFMBUJWF UP "DU ��

*O BOZ DBTF XIBU UP TBZ BCPVU /PO�*EFOUJUZ DBTFT JT POF PG UIF NBJO DIPJDF QPJOUT
JO EFWFMPQJOH B UIFPSZ UIBU JODMVEFT UIF "TZNNFUSZ� ɨFSF BSF TFWFSBM EJĊFSFOU XBZT
UIBU POF NJHIU USZ UP NPEJGZ ).7 UP PCUBJO UIF /P %JĊFSFODF 7JFX 	PS NPSF
HFOFSBMMZ UIF AXJEF� WFSEJDU UIBU POF PVHIU UP DIPPTF "DU � PWFS "DU � JO $BTF �
�
0OF NJHIU UIJOL 	DG� 3PTT
 UIBU XIBUFWFS JU JT UIBU UIBU FYQMBJOT UIF /P %JĊFSFODF
7JFX JOWPMWFT FWBMVBUJWF DPOTJEFSBUJPOT JOEFQFOEFOU PG UIPTF UIBU BSF JOUFOEFE UP CF
SFnFDUFE JO ).7� 0OF NVTU UIFSFGPSF TVQQMFNFOU ).7 XJUI TVDI IFUFSPHFOPVT
DPOTJEFSBUJPOT� .FBDIBN 	����
 PO UIF PUIFS IBOE FNQIBTJTFT UIF UFNQUBUJPO
UP JEFOUJGZ &WF0 BT B DPVOUFSQBSU PG &WF BOE POF NJHIU UIFO VOEFSTUBOE IBSN BT B
EJĊFSFODF JO UIF XFMMCFJOH PG DPVOUFSQBSUT� &WFO JG .FBDIBN�T EFUBJMFE DIBSBDUFSJTBUJPO
PG UIF DPVOUFSQBSU SFMBUJPO JT OPU FTQFDJBMMZ DPNQFMMJOH UIF CBTJD BQQSPBDI PĊFST TPNF
VTFGVM nFYJCJMJUZ� *G XF UBLF UIF DPVOUFSQBSU SFMBUJPO KVTU UP CF USBOTXPSME JEFOUJUZ UIFO
XF PCUBJO UIF PSJHJOBM WFSTJPO PG ).7��� #VU UIF DPVOUFSQBSU SFMBUJPO NJHIU JOTUFBE
XPSL JO TVCUMF XBZT UIBU FYQMBJO XIZ UIF /P %JĊFSFODF WJFX JT NPSF DPNQFMMJOH JO
TPNF DBTFT UIBO JO PUIFST� JU NJHIU GPS FYBNQMF SFMBUF &WF BOE &WF0 XIFO CPUI BSF
IVNBO CVU OPU XIFO &WF JT FRVJOF� "OE PG DPVSTF UIF DPVOUFSQBSU SFMBUJPO NJHIU
TVĊFS GSPN TPNF JOEFUFSNJOBDZ BMMPXJOH GPS EJĊFSFOU WJFXT BCPVU IPX UP EFBM XJUI
UIBU GBDU�

*OEFQFOEFOUMZ PG IPX UIF /P %JĊFSFODF 7JFX JT JNQMFNFOUFE TPNFPOF TZNQB�
UIFUJD UP JU NJHIU BDDFQU UIF GPMMPXJOH FYUFOTJPO UP TJUVBUJPOT JOWPMWJOH VODFSUBJOUZ�

4BNF &YQFDUFE /VNCFS 5PUBMJTN� *G "DUT � BOE � DPOUBJO UIF TBNF
FYQFDUFE OVNCFS PG QFPQMF UIFO JO B DIPJDF CFUXFFO UIFN XF PVHIU UP
DIPPTF PO UIF CBTJT PG FYQFDUFE UPUBM XFMGBSF�

ɨF QSJODJQMF JT JMMVTUSBUFE CZ UIF WFSEJDU UIBU POF PVHIU UP DIPPTF "DU � PWFS "DU � JO
$BTF � BOE TJNJMBSMZ JO UIF GPMMPXJOH DMPTFMZ SFMBUFE DBTF�

$BTF �� *OUFSTUBUF /PO�*EFOUJUZ �

"Ĕĥ Ǻ H T

"OO 1 �
#FB � 1

"Ĕĥ ǻ H T

"OO � 10
#FB 10 �

��.D%FSNPUU TJNJMBSMZ EFOJFT UIF /P %JĊFSFODF 7JFX� #VU IF BMTP TVHHFTUT UIBU QVUBUJWF OPO�JEFOUJUZ
DBTFT JO XIJDI UIF /P %JĊFSFODF 7JFX JT NPTU DPNQFMMJOH 	MJLF 1BSmU�T DMBTTJD DPODFQUJPO DBTF
 NBZ
BDUVBMMZ CF JEFOUJUZ DBTFT�

��*OEFFE B TBOHVJOF JOUFSQSFUBUJPO PG .FBDIBN�T WJFX IPMET UIBU IJT DPVOUFSQBSU SFMBUJPO JT XIBU
DPVOUT BT USBOTXPSME JEFOUJUZ JO UIF BQQSPQSJBUF OPSNBUJWF DPOUFYU TP UIBU IJT WJFX JT NPSF PG B
DMBSJmDBUJPO UIBO B NPEJmDBUJPO PG ).7�

��



)FSF "DU � DSFBUFT "OO JG UIF DPJO MBOET IFBET BOE #FB JG JU MBOET UBJMT� "DU � DSFBUFT
"OO PO UBJMT BOE #FB PO IFBET FBDI SBUIFS CFUUFS PĊ UIBO TIF XPVME IBWF CFFO IBE TIF
FYJTUFE VOEFS "DU �� -PPLJOH BU FBDI PG "OO BOE #FB TFQBSBUFMZ $BTF � IBT FTTFOUJBMMZ
UIF TBNF TUSVDUVSF BT $BTF � BOE POF TIPVME QSFTVNBCMZ HJWF QBSBMMFM WFSEJDUT JO $BTFT �
BOE �� FJUIFS QFSNJUUJOH CPUI BDUT JO FBDI DBTF PS BT 4BNF &YQFDUFE /VNCFS 5PUBMJTN
SFDPNNFOET SFRVJSJOH "DU � JO FBDI� 8IBU NBLFT $BTF � PG BEEJUJPOBM JOUFSFTU JT
UIBU DPOTJEFSJOH FBDI PG IFBET BOE UBJMT TFQBSBUFMZ UIF DIPJDF IBT FTTFOUJBMMZ UIF TBNF
TUSVDUVSF BT UIF DIPJDF CFUXFFO "DUT � BOE � JO $BTF �� *O GBDU UIF DPOOFDUJPO CFUXFFO
$BTFT � BOE � JT WFSZ DMPTF JO MJHIU PG UIF GPMMPXJOH DVSJPVT PCTFSWBUJPO JOTQJSFE CZ
.BIUBOJ 	����
 	TFF TFDUJPO ��� GPS GVSUIFS EJTDVTTJPO PG UIJT BSHVNFOU
� * EFTDSJCFE
AH � BOE AT � JO $BTF � BT DPSSFTQPOEJOH UP UIF SFTVMUT PG B DPJO nJQ CVU BCTUSBDUMZ UIFZ
DPVME KVTU CF TUBUFT PG BOZ TPSU PWFS XIJDI UIF BHFOU JT VODFSUBJO� "OE UIBU VODFSUBJOUZ
NJHIU JODMVEF VODFSUBJOUZ BCPVU UIF JEFOUJUJFT PG GVUVSF QFPQMF� 4VQQPTF JO QBSUJDVMBS
UIBU PO H  "OO JT &WF BOE #FB JT &WF0 XIFSFBT PO T  "OO JT &WF0 BOE #FB JT &WF�
ɨFO B NPNFOU�T JOTQFDUJPO TIPXT UIBU UIF QBZPĊ UBCMFT GPS "DUT � BOE � JO $BTF �
SFXSJUUFO JO UFSNT PG "OO BOE #FB BSF FYBDUMZ UIF TBNF BT UIPTF JO $BTF ��

ɨF VQTIPU PG UIJT EJTDVTTJPO JT UIBU UIFSF JT TJHOJmDBOU QSFTTVSF UP HJWF QBSBMMFM
WFSEJDUT JO $BTFT � BOE $BTF ���� ɨF UIFPSJFT * EFWFMPQ JO UIJT QBQFS XJMM BMM FOEPSTF
UIJT DPODMVTJPO CFDBVTF PG UIF HFOFSBM QSJODJQMFT * BEEVDF JO TFDUJPO ��

��� 1SP�&YUJODUJPOJTN

)FSF�T B GPVSUI JTTVF� $POTJEFS $BTF ���

$BTF ��� .JYFE "EEJUJPO �

"Ĕĥ Ǻ

&WF �
$BJO �
"CFM �

"Ĕĥ ǻ

&WF 10
$BJO 10
"CFM �1

)FSF UIF PQUJPO JO "DU � JT UP DSFBUF &WF $BJO BOE "CFM� &WF BOE $BJO XPVME IBWF
HPPE MJWFT CVU "CFM XPVME IBWF B TMJHIUMZ CBE POF� ).7 SFRVJSFT "DU � PWFS "DU ��
UIF POMZ IBSN GBMMT UP "CFM JO "DU �� "T UIJT TIPXT ).7 UZQJDBMMZ GBWPVST FYUJODUJPO�
JOTPGBS BT UIF DPOUJOVBUJPO PG MJGF PO FBSUI XJMM MFBE UP TPNF QFPQMF MJLF "CFM IBWJOH
CBE MJWFT XF PVHIU OPU UP BMMPX UIFN JOUP FYJTUFODF���

��" TJNJMBS DMBJN JT NBEF CZ 3PCFSUT JO IFS GPSUIDPNJOH AɨF #FUUFS $IBODF 1V[[MF BOE UIF 7BMVF
PG &YJTUFODF��

��/PUF UIBU XF EPO�U UZQJDBMMZ LOPX XIJDI QFPQMF XPVME IBWF CBE MJWFT� "QQMJFE UP BOZ SFBMJTUJD DBTF
UIFO UIF BSHVNFOU IFSF SFMJFT JNQMJDJUMZ PO BTTVNQUJPOT BCPVU IPX XF TIPVME USFBU DFSUBJO LJOET PG
VODFSUBJOUZ� ɨF BSHVNFOU EPFT HP UISPVHI HJWFO UIF QSJODJQMFT * JOUSPEVDF JO TFDUJPO �� ɨBU XF OFFE
UP CF BCMF UP BSHVF JO UIJT XBZ 	PS TPNF PUIFS XBZ
 VOEFSMJOFT UIF QPJOU PG UIJT QBQFS�

��



*G POF EPFT OPU MJLF UIJT WJFX POF NJHIU JOTUFBE SFRVJSF

ǰF (SPVQ�-FWFM "TZNNFUSZ� #FUXFFO DSFBUJOH OP POF BOE DSFBUJOH
TPNF BEEJUJPOBM QFPQMF XJUI OP FĊFDU PO UIPTF XIP JOEFQFOEFOUMZ
FYJTUy

�� *G UIF BEEJUJPOBM QFPQMF XPVME DFSUBJOMZ PO BWFSBHF IBWF CBE MJWFT
XF PVHIU OPU UP DSFBUF UIFN�

�� *G UIF BEEJUJPOBM QFPQMF XPVME DFSUBJOMZ PO BWFSBHF IBWF HPPE MJWFT
JU JT QFSNJTTJCMF CVU OPU SFRVJSFE UP DSFBUF UIFN�

+VTU BT UIFSF XBT B QBSBMMFM CFUXFFO $BTFT � BOE � UIFSF JT B QBSBMMFM CFUXFFO $BTFT �
BOE ��� 'PS DPOTJEFS $BTF ���

$BTF ��� .JYFE "EEJUJPO �

"Ĕĥ Ǻ H T E

"OO � � �
#FB � � �
$BU � � �

"Ĕĥ ǻ H T E

"OO 10 10 �1
#FB 10 �1 10
$BU �1 10 10

-PPLJOH BU FBDI PG "OO #FB BOE $BU TFQBSBUFMZ UIF DIPJDF JO $BTF �� IBT UIF TBNF
TUSVDUVSF BT UIF DIPJDF JO $BTF � BOE TIPVME QSFTVNBCMZ CF EFDJEFE JO UIF TBNF XBZ�
0O UIF PUIFS IBOE DPOTJEFSJOH FBDI TUBUF TFQBSBUFMZ $BTF �� IBT UIF TBNF TUSVDUVSF
BT $BTF �� BOE TIPVME BMTP CF EFDJEFE JO UIF TBNF XBZ� 	"T CFGPSF XF DBO TUSFOHUIFO
UIJT QPJOU CZ OPUJOH UIBU HJWFO BQQSPQSJBUF VODFSUBJOUZ BCPVU XIJDI PG "OO #FB BOE
$BU BSF &WF $BJO BOE "CFM UIF QBZPĊ UBCMFT GPS $BTF �� BOE $BTF �� BSF FRVJWBMFOU�

4P UIFSF JT BU MFBTU TPNF QSFTTVSF GPS QBSBMMFM WFSEJDUT JO $BTFT � BOE ��� *O QBSUJDVMBS
XF TIPVME OPU BDDFQU UIF SBEJDBMMZ QSP�FYUJODUJPO WFSEJDU PG ).7 JO $BTF �� BOZ NPSF
UIBO XF TIPVME BDDFQU UIF SBEJDBMMZ BOUJ�OBUBMJTU WFSEJDU JO $BTF ���� " NPSF HFOFSBM
BSHVNFOU�CBTFE PO UIF 4VQFSWFOJFODF ɨFPSFN * XJMM EJTDVTT JO TFDUJPO ��ZJFMET BO
FRVJWBMFODF CFUXFFO UIF &YQFDUBUJPOBM "TZNNFUSZ BOE UIF (SPVQ�-FWFM "TZNNFUSZ�
4JODF * UIJOL UIF &YQFDUBUJPOBM "TZNNFUSZ JT DMFBSMZ JO UIF SJHIU CBMMQBSL * UBLF UIJT
BT BO BSHVNFOU UIBU UIF (SPVQ�-FWFM "TZNNFUSZ JT JO UIF SJHIU CBMMQBSL BT XFMM���

#F UIBU BT JU NBZ UIFSF JT ZFU BOPUIFS TFOTF JO XIJDI ).7 JT QSP�FYUJODUJPO�
$POTJEFS $BTF ���

��.FBDIBN SFDPHOJ[FT UIBU UIF QSP�FYUJODUJPO WFSEJDU TFFNT QSPCMFNBUJD BOE PĊFST B CSJFG EJTDVTTJPO
PG FYUFSOBM DPOTJEFSBUJPOT UIBU NJHIU PWFSUVSO UIJT WFSEJDU� "T NFOUJPOFE JO UIF JOUSPEVDUJPO * BN
TZNQBUIFUJD UP UIF FYJTUFODF PG TVDI FYUFSOBM DPOTJEFSBUJPOT� #VU JU�T JNQPSUBOU UP SFBMJTF KVTU IPX
TUSPOHMZ QSP�FYUJODUJPO ).7 TFFNT UP CF� XF NVTU DPOTJEFS UIF IBSN JNQMJDJU JO DSFBUJOH QPUFOUJBMMZ
USJMMJPOT PG CBE GVUVSF MJWFT EJTSFHBSEJOH UIF QPUFOUJBMMZ NBOZ NPSF HPPE POFT� 4P JU JT BU MFBTU VODMFBS
UIBU UIFSF BSF FYUFSOBM DPOTJEFSBUJPOT TUSPOH FOPVHI UP PWFSUVSO UIF QSP�FYUJODUJPO WFSEJDU PG ).7�

��'PS FYBNQMF * NFOUJPOFE UIBU POF NJHIU NPEJGZ UIF &YQFDUBUJPOBM "TZNNFUSZ UP UBLF BDDPVOU PG
SJTL BWFSTJPO� UIBU DPSSFTQPOET UP NPEJGZJOH UIF (SPVQ�-FWFM "TZNNFUSZ UP UBLF BDDPVOU PG JOFRVBMJUZ

��



$BTF ��� $PTUMZ "EEJUJPO 	)BSE WT 4PGU


"Ĕĥ Ǻ

"EBN 10
&WF �
$BJO �

"Ĕĥ ǻ

"EBN 9
&WF 9
$BJO 9

)FSF JO "DU � &WF BOE $BJO CPUI IBWF HPPE MJWFT� #VU UIFJS FYJTUFODF DPNFT BU B
TMJHIU DPTU UP "EBN� "DDPSEJOH UP ).7 UIF POMZ SFMFWBOU GBDU JT UIF IBSN UP "EBN
BOE UIFSFGPSF "DU � JT SFRVJSFE� 4P FWFO JG BMMPXJOH UIF DPOUJOVBUJPO PG MJGF PO FBSUI JT
QFSNJTTJCMF JU XPVME CF JNQFSNJTTJCMF UP EP JU BU FWFO UIF TMJHIUFTU DPTU UP UIF QSFTFOU
HFOFSBUJPO�

'PS MBUFS SFGFSFODF *�N HPJOH UP DBMM UIJT UIF IBSE WFSEJDU� NPSF HFOFSBMMZ B
IBSE WFSTJPO PG UIF "TZNNFUSZ JT POF PO XIJDI DSFBUJOH BEEJUJPOBM HPPE MJWFT JT
JNQFSNJTTJCMF 	JO BO VODFSUBJOUZ�GSFF QBJSXJTF DIPJDF
 JG JU DPNFT BU BOZ DPTU UP UIF
BWFSBHF XFMGBSF PG UIPTF XIP FYJTU JOEFQFOEFOUMZ� 0OF NJHIU PO UIF PUIFS IBOE UIJOL
UIBU CPUI BDUT JO DBTFT MJLF $BTF �� BSF QFSNJTTJCMF� DBMM UIJT UIF TPGU WFSEJDU� ɨFSF JT B
TQFDUSVN PG QPTTJCMF WJFXT CVU B QBSBEJHNBUJD TPGU WFSTJPO PG UIF "TZNNFUSZ XPVME
IPME UIBU JU JT QFSNJTTJCMF UP DSFBUF BEEJUJPOBM HPPE MJWFT BU TPNF DPTU UP UIPTF XIP
FYJTU JOEFQFOEFOUMZ BT MPOH BT UPUBM XFMGBSF EPFT OPU EFDSFBTF PWFSBMM�

"T B NBUUFS PG GBDU NBOZ UIFPSJTUT BSF BUUSBDUFE UP UIF IBSE WFSEJDU� 'PS FYBNQMF
DPOTJEFS B A3FQVHOBOU $PODMVTJPO� DIPJDF CFUXFFO B XPSME XJUI NBOZ QFPQMF XJUI
WFSZ HPPE MJWFT BOE BO BSCJUSBSJMZ NPSF QPQVMPVT XPSME DPOUBJOJOH UIPTF TBNF QFPQMF
BOE NPSF JO XIJDI FWFSZPOF IBT B CBSFMZ HPPE MJGF� " UZQJDBM SFTQPOTF JT UIBU POF
PVHIU UP DIPPTF UIF mSTU PG UIFTF XPSMET CVU UIF TPGU WFSEJDU TVQQPSUT UIF WJFX UIBU
UIF TFDPOE PQUJPO JT QFSNJTTJCMF� UIF TIFFS OVNCFS PG BEEJUJPOBM HPPE MJWFT DBO NBLF
VQ GPS UIF DPTU UP UIF JOEFQFOEFOUMZ FYJTUJOH QFPQMF� "T BOPUIFS FYBNQMF FNQIBTJTFE
CZ 3PCFSUT  TVQQPTF ZPV DBO FJUIFS GFFE B TUBSWJOH DIJME PS DSFBUF BO BEEJUJPOBM IBQQZ
DIJME� ZPV PVHIU UP GFFE UIF TUBSWJOH DIJME� 8IJMF UIFSF JT DFSUBJOMZ TPNFUIJOH UP UIJT
JOUVJUJPOT TVSSPVOEJOH UIF 3FQVHOBOU $PODMVTJPO BSF OPUPSJPVTMZ NVSLZ BOE * BN
VODMFBS PO XIFUIFS 3PCFSUT�T WFSEJDU SFMJFT PO DPOTJEFSBUJPOT UIBU * XPVME XBOU UP
CSBDLFU GSPN NZ EJTDVTTJPO�GPS FYBNQMF UIF LJOE PG QPXFS SFMBUJPO JO XIJDI UIF
BHFOU JT OBUVSBMMZ JNBHJOFE UP TUBOE UP UIF TUBSWJOH DIJME� 'PS UIJT BOE GPS UXP NPSF
UIFPSFUJDBM SFBTPOT * XJMM CF OPO�DPNNJUUBM BCPVU XIFUIFS UIF IBSE WFSEJDU PS UIF TPGU
JT UIF SJHIU POF BOE USFBU UIJT BT B NBKPS DIPJDF�QPJOU�

ɨF UXP NPSF UIFPSFUJDBM SFBTPOT BSF BT GPMMPXT� 'JSTU UIFSF JT B SFBTPOBCMZ OBUVSBM
FYQMBOBUJPO PG UIF (SPVQ�-FWFM "TZNNFUSZ BU MFBTU JO TMPHBO GPSN� DSFBUJOH BO
BEEJUJPOBM HPPE MJGF DBO PąTFU CVU OPU PVUXFJHI UIF IBSN PG DSFBUJOH BO BEEJUJPOBM

BWFSTJPO� *U TFFNT UP NF UIBU BU MFBTU BU B mSTU QBTT XF NBZ CSBDLFU CPUI SJTL�BWFSTJPO BOE JOFRVBMJUZ
BWFSTJPO BOE JO HFOFSBM * TUJDL UP WJFXT UIBU BHSFF XJUI &YQFDUFE 5PUBMJTN JO mYFE�QPQVMBUJPO DBTFT�
ɨJT JT IPXFWFS BO PCWJPVT EJSFDUJPO JO XIJDI POF DPVME FYQMPSF GVSUIFS�

��



CBE MJGF� 0S UP QVU JU BOPUIFS XBZ UIPVHI UIFSF JT OP SFRVJSFNFOU UP DSFBUF BEEJUJPOBM
HPPE MJWFT EPJOH TP DBO KVTUJGZ UIF DSFBUJPO PG BEEJUJPOBM CBE POFT��� #VU JU JT BU MFBTU
QV[[MJOH XIZ UIF DSFBUJPO PG BEEJUJPOBM HPPE MJWFT XPVME CF BCMF UP KVTUJGZ UIF DSFBUJPO
PG BEEJUJPOBM CBE MJWFT XJUIPVU BMTP CFJOH BCMF UP KVTUJGZ IBSNT UP JOEFQFOEFOUMZ
FYJTUJOH QFPQMF�

4FDPOE DPOTJEFS UIF GPMMPXJOH DBTF�

$BTF ��� #FUUFS $IBODF PG B (PPE -JGF

"Ĕĥ Ǻ H T E

&WF 10 � �

"Ĕĥ ǻ H T E

&WF 9 9 9

3PCFSUT IFSTFMG UIJOLT UIBU FJUIFS BDU JO $BTF �� JT QFSNJTTJCMF BOE * BHSFF UIBU UIJT
TFFNT QMBVTJCMF� #VU POF DBO BSHVF GPS UIF TBNF TPSU PG QBSBMMFM CFUXFFO $BTFT ��
BOE �� BT UIFSF JT CFUXFFO $BTFT � BOE � BOE CFUXFFO $BTFT � BOE ��� 4P UIFSF JT
TPNF UFOTJPO CFUXFFO UIF IBSE WFSEJDU UIBU POF PVHIU UP DIPPTF "DU � JO $BTF �� BOE
3PCFSUT�T QSFGFSSFE WFSEJDU UIBU FJUIFS BDU JT QFSNJTTJCMF JO $BTF ���

��� 4VNNBSZ

-FU NF CSJFnZ TVN VQ UIF NBJO UBLF�BXBZT GSPN UIJT EJTDVTTJPO� 'JSTU UIFSF BSF
UXP CSPBEMZ ATUSVDUVSBM� EJċDVMUJFT JO UIFPSJ[JOH BCPVU UIF "TZNNFUSZ� EFBMJOH XJUI
UIF JOUSBOTJUJWJUZ PG UIF APVHIU UP DIPPTF PWFS� SFMBUJPO 	TFDUJPO ���
 BOE IBOEMJOH
VODFSUBJOUZ JO B TFOTJCMF XBZ 	TFDUJPO ���
� ɨFSF BSF BMTP BU MFBTU UXP NPSF ATVCTUBOUJWF�
JTTVFT� UIF /PO�*EFOUJUZ 1SPCMFN MFBEJOH UP B AXJEF� WT AOBSSPX� EJTUJODUJPO 	TFDUJPO
���
� BOE 1SP�&YUJODUJPOJTN MFBEJOH UP B AIBSE� WT ATPGU� EJTUJODUJPO 	TFDUJPO ���
� "MPOH
UIF XBZ * FOEPSTFE UIF $POEPSDFU $SJUFSJPO BOE NPSF UFOUBUJWFMZ UIF &YQFDUBUJPOBM
"TZNNFUSZ 	TFDUJPO ���
 BOE UIF (SPVQ�-FWFM "TZNNFUSZ 	TFDUJPO ���
� .PSFPWFS *
BSHVFE GPS QBSBMMFM WFSEJDUT JO B OVNCFS PG DBTFT 	$BTFT � BOE �� $BTFT � BOE � BOE
$BTFT �� BOE ��
 QSFmHVSJOH UIF TVQFSWFOJFODF QSJODJQMFT * XJMM EFWFMPQ JO TFDUJPO ��

� 4VQFSWFOJFODF 1SJODJQMFT
*O UIF SFTU PG UIJT QBQFS * TLFUDI PVU NZ PXO TUSBUFHZ GPS UIJOLJOH BCPVU UIF "TZNNFUSZ�
ɨF TUSBUFHZ JOWPMWFT UISFF TUBHFT DPSSFTQPOEJOH UP UIF EJĊFSFOU UZQFT PG JTTVFT SBJTFE
JO TFDUJPO ��

��4FF (FSU 	����
 BOE .D.BIBO 	����
 GPS UIJT TPSU PG JEFB� 8IJMF (FSU DPOUSBTUT ASFRVJSJOH�
BOE AKVTUJGZJOH� TUSFOHUI .D.BIBO DPOUSBTUT UIF ASFBTPO HJWJOH� BOE ADBODFMMJOH� 	FMTFXIFSF APĊTFUUJOH�

XFJHIU PG WBSJPVT DPOTJEFSBUJPOT� "MUIPVHI .D.BIBO�T QBQFS JT BCPVU QPQVMBUJPO FUIJDT IF BQQMJFT
IJT EJTUJODUJPO NPTU DMFBSMZ UP DPOTJEFSBUJPOT XJUIJO B TJOHMF MJGF� 1SFTVNBCMZ IF XPVME BMMPX UIF TBNF
QJDUVSF JO JOUFSQFSTPOBM DBTFT�

��



ɨF mSTU TUBHF JT UP EFWFMPQ TPNF SFMBUJWFMZ HFOFSJD QSJODJQMFT GPS EFBMJOH XJUI
VODFSUBJOUZ� UIFTF ATVQFSWFOJFODF QSJODJQMFT� BSF UIF UPQJD PG UIJT TFDUJPO� ɨFZ BSF
TVċDJFOU UP SFEVDF BSCJUSBSZ DIPJDFT UP UIF TJNQMFS DMBTT PG POFT JO XIJDI UIFSF JT OP
VODFSUBJOUZ PS BMUFSOBUJWFMZ UP POFT JO XIJDI POMZ POF QFSTPO�T XFMMCFJOH JT BU TUBLF�

ɨF TFDPOE TUBHF UBLFO VQ JO TFDUJPO � EFBMT XJUI UIF JOUSBOTJUJWJUZ PG UIF APVHIU
UP DIPPTF PWFS� SFMBUJPO BT EJTDVTTFE JO ���� * TVHHFTU B XBZ PG SFEVDJOH NVMUJ�PQUJPO
DIPJDFT UP QBJSXJTF DIPJDFT UIBU JT DPNQBUJCMF XJUI UIF $POEPSDFU $SJUFSJPO�

ɨF UIJSE TUBHF EJTDVTTFE JO TFDUJPO � JT UP EFDJEF UIF TVCTUBOUJWF JTTVF PG IPX
UP JNQMFNFOU UIF "TZNNFUSZ JO UIF SFNBJOJOH DBTFT� QBJSXJTF VODFSUBJOUZ�GSFF 	PS
BMUFSOBUJWFMZ POF�QFSTPO
 DIPJDFT� 1SJNBSJMZ UIJT NFBOT UBLJOH TJEFT PO UIF OBSSPX�XJEF
BOE IBSE�TPGU EJTUJODUJPOT * JOUSPEVDFE JO TFDUJPO ��

* TBJE UIBU UIF QSJODJQMFT GPS EFBMJOH XJUI VODFSUBJOUZ UIBU * BN BCPVU UP JO�
USPEVDF BSF AHFOFSJD� BOE JU JT XPSUI TBZJOH TPNFUIJOH BCPVU UIFJS HFOFSBMJUZ� *O
mYFE�QPQVMBUJPO DBTFT�DBTFT JO XIJDI UIF TBNF QFPQMF XPVME FYJTU JO FWFSZ TUBUF
VOEFS FWFSZ BDU�UIF QSJODJQMFT BSF NPTU DMPTFMZ BMJHOFE XJUI FYQFDUFE UPUBMJTN BOE
AFY QPTU� QSJPSJUBSJBOJTN� UIFZ SFKFDU GPS FYBNQMF DFSUBJO LJOET PG XFMGBSF�FHBMJUBSJBO
DPOTJEFSBUJPOT� ɨF JOUFOUJPO IFSF JT OPU SVMF PVU TVDI GPSNT PG FHBMJUBSJBOJTN BT GBMTF
UIFPSJFT CVU SBUIFS BT * TLFUDIFE JO UIF JOUSPEVDUJPO UP GPDVT PO XIBUFWFS TPSUT PG
SFBTPOT BSF XFMM�DBQUVSFE CZ FYQFDUFE UPUBMJTN 	PS JG ZPV MJLF FY QPTU QSJPSJUBSJBOJTN

JO mYFE�QPQVMBUJPO DBTFT� 8IFO JU DPNFT UP WBSJBCMF QPQVMBUJPO DBTFT * BN PCWJPVTMZ
GPDVTTJOH PO UIF "TZNNFUSZ BOE * TFF OPUIJOH JO UIF "TZNNFUSZ QFS TF UIBU MJFT
JO UFOTJPO XJUI UIFTF QSJODJQMFT� UIFZ BSF GPS FYBNQMF DPNQBUJCMF XJUI UIF )BSN
.JOJNJ[BUJPO 7JFX� #VU * TIPVME TBZ UIBU DPOWFSTFMZ UIFSF JT OPUIJOH JO UIF QSJODJQMFT
UIBU SFRVJSFT UIF "TZNNFUSZ� UIFZ BSF DPNQBUJCMF XJUI FYQFDUFE UPUBMJTN JO JUT GVMM
HFOFSBMJUZ BOE BMTP XJUI XFBL WFSTJPOT PG UIF "TZNNFUSZ PO XIJDI PVS SFBTPOT UP
DSFBUF HPPE MJWFT BSF NFSFMZ XFBLFS UIBO PVS SFBTPOT OPU UP DSFBUF DPSSFTQPOEJOHMZ CBE
POFT� 3FMBUFEMZ JO UIF DPOUFYU PG QSJPSJUBSJBOJTN UIFZ BSF BMTP DPNQBUJCMF XJUI UIF
QMBVTJCMF WJFX UIBU DSFBUJOH B HPPE MJGF IBT MPXFS QSJPSJUZ UIBO JNQSPWJOH TPNFPOF�T
MJGF GSPN B OFVUSBM MFWFM UP B HPPE POF� 'JOBMMZ TVDI QSJODJQMFT BSF PG JOUFSFTU OPU POMZ
UP UIPTF XIP BSF JODMJOFE UP BDDFQU UIFN� UIFZ QSPWJEF TJHOQPTUT GPS DPOTUSVDUJOH
UIFPSJFT PG DIPJDF VOEFS VODFSUBJOUZ BOE JOTPGBS BT UIFZ BSF QSJNB GBDJF QMBVTJCMF
NBLF DMFBSFS XIBU TPSUT PG CVMMFUT POF NBZ OFFE UP CJUF�

* OPUF UIBU UIF TVQFSWFOJFODF QSJODJQMFT BOE UIF SFTVMUJOH UIFPSFN BSF TUBUFE NPSF
GPSNBMMZ JO UIF "QQFOEJY BOE UIF UFDIOJDBMMZ NJOEFE NBZ QSFGFS UP SFBE UIF QSFTFO�
UBUJPO UIFSF� * TIPVME BMTP NFOUJPO UIBU UIJT NBUFSJBM JT JOTQJSFE CZ UIF ABHHSFHBUJPO
UIFPSFNT� JO .D$BSUIZ FU BM� 	����
�

��



��� 1FSTPOXJTF 4VQFSWFOJFODF

*O XIBU GPMMPXT * DPOTJEFS UXP TFUT PG PQUJPOT� x1, . . . , xn BOE y1, . . . , yn� ɨF TVQFS�
WFOJFODF QSJODJQMFT BSF HPJOH UP HJWF DPOEJUJPOT VOEFS XIJDI B DIPJDF CFUXFFO UIF
x T NVTU CF USFBUFE JO UIF TBNF XBZ BT B DIPJDF CFUXFFO UIF y T JO UIF TFOTF UIBU UIF
k UI PQUJPO JO UIF mSTU DIPJDF JT QFSNJTTJCMF JG BOE POMZ JG UIF k UI PQUJPO JO UIF TFDPOE
DIPJDF JT QFSNJTTJCMF BT XFMM� 'PSNBMMZ * BTTVNF UIBU UIFSF JT B DIPJDF GVODUJPO C UIBU
NBQT FBDI PQUJPO TFU XJUI n PQUJPOT UP B TVCTFU PG {1, . . . , n}� UIF JOUFSQSFUBUJPO JT UIBU
UIF k UI PQUJPO xk JT QFSNJTTJCMF JO B DIPJDF CFUXFFO UIF x T JG BOE POMZ JG C (x1, . . . , xn)
DPOUBJOT k � 8IFO * TBZ UIBU B DIPJDF CFUXFFO UIF x T NVTU CF USFBUFE JO UIF TBNF XBZ
BT B DIPJDF CFUXFFO UIF y T * NFBO UIBU C (x1, . . . , xn) = C (y1, . . . , yn)�

ɨF mSTU QSJODJQMF SFnFDUT UIF JEFB UIBU JG UIF UXP DIPJDF TDFOBSJPT BSF UIF TBNF
GSPN UIF QPJOU PG WJFX PG FBDI QFSTPO UIFO UIF UXP DIPJDFT NVTU CF USFBUFE JO UIF
TBNF XBZ�

1FSTPOXJTF 4VQFSWFOJFODF� 4VQQPTF UIBU GPS FBDI QFSTPO i  BOE FWFSZ
TFMFDUJPO w1, . . . , wn PG XFMGBSF MFWFMT 	JODMVEJOH QPTTJCMZ OPO�FYJTUFODF

UIF QSPCBCJMJUZ UIBU i XPVME HFU w1 PO UIF mSTU PQUJPO CVU w2 PO UIF
TFDPOE y BOE wn PO UIF nUI JT UIF TBNF XIFUIFS UIF PQUJPO TFU JT
(x1, . . . , xn) PS (y1, . . . , yn)� ɨFO C (x1, . . . , xn) = C (y1, . . . , yn)�

ɨF JEFB JT JMMVTUSBUFE CZ $BTF ��� *O UIF mSTU DIPJDF CFUXFFO "DUT � BOE � UIFSF JT B
��� QSPCBCJMJUZ UIBU "EBN XPVME HFU a1 VOEFS UIF mSTU BDU BOE a2 VOEFS UIF TFDPOE
	OBNFMZ UIJT IBQQFOT PO )FBET
 BOE B ��� QSPCBCJMJUZ UIBU IF XPVME HFU b1 VOEFS
UIF mSTU BDU BOE b2 VOEFS UIF TFDPOE 	OBNFMZ UIJT IBQQFOT PO 5BJMT
� "DUT � BOE �
BSF KVTU UIF TBNF FYDFQU UIBU *�WF TXJUDIFE UIF SPMFT PG UIF UXP FRVJQSPCBCMF TUBUFT
GSPN "EBN�T QPJOU PG WJFX� *U�T TUJMM USVF GPS FYBNQMF UIBU UIFSF�T B ��� QSPCBCJMJUZ UIBU
"EBN XPVME HFU a1 VOEFS UIF mSTU BDU BOE a2 VOEFS UIF TFDPOE CVU OPX UIJT IBQQFOT
PO 5BJMT SBUIFS UIBO PO )FBET� 	"T GBS BT &WF�T XFMGBSF HPFT UIF UXP PQUJPO TFUT BSF
FYBDUMZ UIF TBNF�
 1FSTPOXJTF 4VQFSWFOJFODF TBZT UIBU UIF TXJUDI NBLFT OP EJĊFSFODF
UP XIFUIFS UIF mSTU PS TFDPOE PQUJPO JT QFSNJTTJCMF� /PUF UP CF DMFBS UIBU 1FSTPOXJTF
4VQFSWFOJFODF EPFT OPU SFRVJSF VT UP USFBU B DIPJDF CFUXFFO "DUT � BOE � JO UIF TBNF
XBZ BT B DIPJDF CFUXFFO "DUT � BOE �� JO UIF MBUUFS TDFOBSJP UIF QSPCBCJMJUZ UIBU "EBN
XPVME HFU a1 VOEFS UIF mSTU BDU CVU a2 VOEFS UIF TFDPOE JT 0 SBUIFS UIBO 0.5�

$BTF ��� 1FSTPOXJTF 4VQFSWFOJFODF

"Ĕĥ 1 H T

"EBN a1 b1
&WF c1 d1

"Ĕĥ 2 H T

"EBN a2 b2
&WF c2 d2

��



"Ĕĥ 3 H T

"EBN b1 a1
&WF c1 d1

"Ĕĥ 4 H T

"EBN b2 a2
&WF c2 d2

1FSTPOXJTF 4VQFSWFOJFODF JT SFMBUFE UP UIF FY BOUF 1BSFUP QSJODJQMF BOE UIF NPUJWBUJPO
JT CSPBEMZ UIF TBNF��� 4PNF SFBTPOT POF NJHIU IBWF GPS EFOZJOH FY BOUF 1BSFUP�GPS
FYBNQMF FHBMJUBSJBO SFBTPOT�BMTP TVHHFTU EFOZJOH 1FSTPOXJTF 4VQFSWFOJFODF��� #VU
BHBJO * UIJOL JU JT SFBTPOBCMF UP CSBDLFU TVDI UIJOHT BT FHBMJUBSJBO DPOTJEFSBUJPOT BOE *
EPO�U TFF BOZ SFBTPO EJSFDUMZ SFMFWBOU UP UIF "TZNNFUSZ GPS EFOZJOH 1FSTPOXJTF 4VQFS�
WFOJFODF� 4PNF PUIFS SFBTPOT GPS EFOZJOH FY BOUF 1BSFUP�GPS FYBNQMF QSJPSJUBSJBO
POFT�BSF DPNQBUJCMF XJUI 1FSTPOXJTF 4VQFSWFOJFODF�

��� 4UBUFXJTF 4VQFSWFOJFODF

)FSF JT UIF TFDPOE TVQFSWFOJFODF QSJODJQMF���

4UBUFXJTF 4VQFSWFOJFODF� 4VQQPTF UIBU GPS FBDI TUBUF s  BOE FBDI TFMFD�
UJPO w1, . . . , wn PG XFMGBSF MFWFMT 	JODMVEJOH QPTTJCMZ OPO�FYJTUFODF
 UIF
OVNCFS PG QFPQMF XIP XPVME JO s  HFU w1 PO UIF mSTU PQUJPO CVU w2 PO
UIF TFDPOE y BOE wn PO UIF nUI JT UIF TBNF XIFUIFS UIF PQUJPO TFU JT
(x1, . . . , xn) PS (y1, . . . , yn)� ɨFO C (x1, . . . , xn) = C (y1, . . . , yn)�

5P JMMVTUSBUF UIF QSJODJQMF *�MM VTF UIF TBNF "DUT � BOE � GSPN UIF QSFWJPVT $BTF ���
'PS UIF DIPJDF CFUXFFO "DUT � BOE � PO IFBET UIF mSTU BDU HJWFT POF QFSTPO a1 SBUIFS
UIBO a2 BOE HJWFT POF QFSTPO c1 SBUIFS UIBO c2� ɨBU�T TUJMM USVF XIFO XF MPPL BU "DUT �
BOE � JO $BTF ���

��ɨF FY BOUF 1BSFUP JOEJąFSFODF QSJODJQMF TQFDJmDBMMZ TBZT UIBU JG PQUJPOT x BOE y BSF FRVBMMZ HPPE
GPS FBDI QFSTPO DPOTJEFSFE TFQBSBUFMZ UIFO UIFZ BSF FRVBMMZ HPPE PWFSBMM� 0OF DBO USZ UP BQQMZ FY BOUF
1BSFUP UP $BTF �� JO UIF GPMMPXJOH XBZ� "DUT � BOE � BOE "DUT � BOE � BSF FRVBMMZ HPPE GPS FBDI QFSTPO
BOE TP FRVBMMZ HPPE PWFSBMM CZ FY BOUF 1BSFUP JOEJĊFSFODF� UIFSFGPSF "DU � NVTU CF CFUUFS UIBO "DU �
UP UIF TBNF EFHSFF UIBU "DU � JT CFUUFS UIBO "DU �� *G POF JT IBQQZ UP JOUFSQSFU R(y/x ) BT UIF EFHSFF
UP XIJDI y JT CFUUFS UIBO x  UIFO UIJT JT BMTP UIF DPODMVTJPO PG 1FSTPOXJTF 4VQFSWFOJFODF� )PXFWFS
JU JT B CJU PCTDVSF XIFUIFS "DUT � BOE � 	TBZ
 BSF FRVBMMZ HPPE GPS "EBN JG POF PG a PS c TUBOET GPS
OPO�FYJTUFODF BOE TP B CJU PCTDVSF XIFUIFS FY BOUF 1BSFUP JOEJĊFSFODF BQQMJFT� ɨF BSHVNFOU BMTP
SFMJFT PO B WFSTJPO PG USBOTJUJWJUZ� 1FSTPOXJTF 4VQFSWFOJFODF EPFT OPU TVĊFS GSPN UIFTF QSPCMFNT�

��4PNF FHBMJUBSJBOT EFOZ FY BOUF 1BSFUP CFDBVTF UIFZ DBSF OPU POMZ BCPVU UIF XFMGBSF PG JOEJWJEVBMT
DPOTJEFSFE TFQBSBUFMZ CVU BMTP BCPVU DPSSFMBUJPOT CFUXFFO UIF XFMGBSF PG EJĊFSFOU QFPQMF� 4FF GPS
FYBNQMF .D$BSUIZ 	����
� *O $BTF �� TVQQPTF UIBU a = 5 XIJMF b = c = d = 9� ɨFO B QPUFOUJBM
TPVSDF PG EJTBOBMPHZ CFUXFFO "DUT � BOE � PO UIF POF IBOE BOE "DUT � BOE � PO UIF PUIFS JT UIBU "DUT �
� BOE � BSF BMM DFSUBJO UP SFTVMU JO QFSGFDU FRVBMJUZ CFUXFFO "EBN BOE &WF XIFOFWFS UIFZ CPUI FYJTU
XIFSFBT "DU � NJHIU SFTVMU JO JOFRVBMJUZ� 4P BO FHBMJUBSJBO NJHIU EFOZ 1FSTPOXJTF 4VQFSWFOJFODF�

��"T XSJUUFO 4UBUFXJTF 4VQFSWFOJFODF POMZ BQQMJFT XIFO MJUFSBMMZ UIF TBNF TFU PG TUBUFT XJUI UIF TBNF
QSPCBCJMJUJFT BSF SFMFWBOU UP UIF UXP DIPJDF TDFOBSJPT� #VU JU DPVME PCWJPVTMZ CF FYUFOEFE UP DBTFT JO
XIJDI UIFSF JT B QSPCBCJMJUZ�QSFTFSWJOH CJKFDUJPO CFUXFFO UIF SFMFWBOU TUBUFT� ɨJT FYUFOEFE QSJODJQMF JT
JNQMJFE CZ UIF VOFYUFOEFE POF HJWFO 1FSTPOXJTF 4VQFSWFOJFODF�

��



$BTF ��� 4UBUFXJTF 4VQFSWFOJFODF

"Ĕĥ 5 H T

"EBN c1 b1
&WF a1 d1

"Ĕĥ 6 H T

"EBN c2 b2
&WF a2 d2

*�WF KVTU TXJUDIFE XIP PO )FBET HFUT a1 SBUIFS UIBO a2 BOE XIP PO )FBET HFUT c1
SBUIFS UIBO c2� .FBOXIJMF XIBU IBQQFOT PO 5BJMT JT VODIBOHFE� 4UBUFXJTF 4VQFSWF�
OJFODF TBZT UIBU UIJT TXJUDI EPFT OPU BMUFS XIFUIFS UIF mSTU PS TFDPOE BWBJMBCMF PQUJPO
JT QFSNJTTJCMF� /PUF UIBU JU EPFT OPU TBZ UIBU UIF DIPJDF CFUXFFO "DUT � BOE � NVTU CF
USFBUFE JO UIF TBNF XBZ BT UIF DIPJDF CFUXFFO "DUT � BOE �� JO UIF MBUUFS DIPJDF [FSP
QFPQMF SBUIFS UIBO POF QFSTPO XPVME PO )FBET HFU a1 VOEFS UIF mSTU PQUJPO BOE a2
VOEFS UIF TFDPOE�

ɨF CBTJD NPUJWBUJPO GPS 4UBUFXJTF 4VQFSWFOJFODF JT UIBU JU FODPEFT B GPSN PG
JNQBSUJBMJUZ� JU EPFTO�U NBUUFS XIP JO FBDI TUBUF JT BĊFDUFE CZ UIF DIPJDF POMZ UIBU TPNF
OVNCFS PG QFPQMF BSF BĊFDUFE JO UIF XBZ UIBU UIFZ BSF� ɨJT FOBCMFT B QMBVTJCMF BOE
SBUIFS NJOJNBM GPSN PG TUBUFXJTF SFBTPOJOH� "T JO UIF DBTF PG 1FSTPOXJTF 4VQFSWFOJFODF
UIFSF BSF QPTTJCMF DPVOUFSFYBNQMFT UP 4UBUFXJTF 4VQFSWFOJFODF� 4PNF PG UIFTF IBWF
MJUUMF UP EP XJUI UIF "TZNNFUSZ BOE JU TFFNT SFBTPOBCMF UP TFU UIFN BTJEF��� #VU PUIFS
EPVCUT BSF NPSF JNNFEJBUFMZ SFMFWBOU� 3FDBMM UIF *OUFSTUBUF /PO�*EFOUJUZ $BTF � JO
XIJDI XF DBO FJUIFS 	"DU �
 DSFBUF &WF BU MFWFM 1 PO IFBET PS 	"DU �
 DSFBUF IFS BU MFWFM
10 PO UBJMT� $POUSBTU JU XJUI UIF GPMMPXJOH DBTF JO XIJDI XF DBO FJUIFS 	"DU �
 DSFBUF
"OO BU MFWFM 1 PO IFBET PS 	"DU �
 DSFBUF TPNFPOF FMTF BU MFWFM 10 PO UBJMT�

$BTF ��� *OUFSTUBUF /PO�*EFOUJUZ �

"Ĕĥ Ǻ H T

"OO 1 �
#FB � �

"Ĕĥ ǻ H T

"OO � �
#FB � 10

*U JTO�U JNNFEJBUFMZ PCWJPVT UIBU XF NVTU USFBU $BTFT � BOE �� JO UIF TBNF XBZ CVU
UIBU JT XIBU 4UBUFXJTF 4VQFSWFOJFODF EFNBOET�

8IJMF NZ NBJO HPBM IFSF JT UP QVU GPSUI 4UBUFXJTF 4VQFSWFOJFODF BT B NPEFTU
XPSLJOH IZQPUIFTJT MFU NF UISPX VQ POF TVSQSJTJOH PCTUBDMF UP EFOZJOH JU QSFmHVSFE JO
TFDUJPO �� 4VQQPTF UIBU UIF BHFOU�T FQJTUFNJD TUBUF JOWPMWFT VODFSUBJOUZ BCPVU XIFUIFS
	BT JO TUBUF H 
 &WF BOE &WF0 BSF "OO BOE #FB JO UIBU PSEFS PS 	BT JO TUBUF T 
 #FB
BOE "OO� ɨFO UIF QBZPĊ UBCMFT JO $BTF � SFXSJUUFO GPS "OO BOE #FB BSF FYBDUMZ
UIF QBZPĊ UBCMFT JO $BTF ��� .PSF HFOFSBMMZ JG UIF x T BOE y T TUBOE JO UIF SFMBUJPO
TVQQPTFE CZ 4UBUFXJTF 4VQFSWFOJFODF UIFO CZ DIBOHJOH UIF XBZ JO XIJDI XF EFTJHOBUF
QFPQMF 	A&WF� BOE A&WF0� PS A"OO� BOE A#FB� 
 XF DBO USBOTGPSN UIF QBZPĊ UBCMFT PG

��* JODMVEF IFSF UIF GBNPVT GBJSOFTT�CBTFE FYBNQMF PG %JBNPOE 	����
�

��



UIF x T JOUP JOUP QBZPĊ UBCMFT JTPNPSQIJD UP UIPTF PG UIF y T� ɨF OBUVSBM DPODMVTJPO
JT UIBU B DIPJDF CFUXFFO UIF x T NVTU CF NVTU CF USFBUFE JO UIF TBNF XBZ BT B DIPJDF
CFUXFFO UIF y T� 	'PS GVSUIFS FYBNQMFT SFDBMM UIBU * BMSFBEZ VTFE UIJT LJOE PG NPWF
JO TFDUJPO � UP BSHVF UIBU $BTFT � BOE � BOE TJNJMBSMZ $BTFT �� BOE �� NVTU CF
EFDJEFE JO QBSBMMFM BT 4UBUFXJTF 4VQFSWFOJFODF NPSF EJSFDUMZ SFRVJSFT�
 ɨVT EFOZJOH
4UBUFXJTF 4VQFSWFOJFODF DBSSJFT XJUI JU UIF CVSEFO PG FYQMBJOJOH XIBU JT JMMJDJU BCPVU
UIJT 	BENJUUFEMZ TVTQJDJPVT�
 XBZ PG USBOTGPSNJOH DBTFT BOE QSPWJEJOH B UIFPSZ PG
DIPJDF VOEFS VODFSUBJOUZ UIBU EJTBMMPXT JU JO KVTU UIF SJHIU XBZ� .BIUBOJ�� JO B TMJHIUMZ
EJĊFSFOU DPOUFYU DPOWJODJOHMZ BSHVFT UIBU UIFSF JT OP FBTZ XBZ PVU� *O QBSUJDVMBS UIFSF
JT OP FBTZ XBZ UP JEFOUJGZ B QSJWJMFHFE XBZ PG EFTJHOBUJOH QFPQMF XJUI SFTQFDU UP XIJDI
XF PVHIU UP BOBMZTF UIF DBTFT�

��� 4DBMF *OWBSJBODF

*O BEEJUJPO UP 1FSTPOXJTF 4VQFSWFOJFODF BOE 4UBUFXJTF 4VQFSWFOJFODF * QSPQPTF B
UIJSE QSJODJQMF PG 4DBMF *OWBSJBODF� *U JT BMTP B LJOE PG TVQFSWFOJFODF QSJODJQMF BOE
FBTJFTU UP VOEFSTUBOE CZ MPPLJOH BU BO FYBNQMF MJLF $BTF ���

$BTF ��� 4DBMF *OWBSJBODF

"Ĕĥ 1 H T

"EBN 10 0

"Ĕĥ 2 H T

"EBN 5 �

"Ĕĥ 3 H T

"EBN 10 0
&WF 10 0

"Ĕĥ 4 H T

"EBN 5 �
&WF 5 �

*O "DUT � BOE � POMZ "EBN IBT BOZ QPTTJCJMJUZ PG FYJTUFODF� "DUT � BOE � BSF WFSZ
TJNJMBS FYDFQU UIBU * JOUSPEVDF &WF BT B DMPOF PG "EBN NFBOJOH UIBU TIF IBT FYBDUMZ
UIF TBNF XFMGBSF BT "EBN JO FBDI TUBUF� ɨF 4DBMF *OWBSJBODF DPOEJUJPO JT UIBU B DIPJDF
CFUXFFO "DUT � BOE � NVTU CF USFBUFE JO UIF TBNF XBZ BT B DIPJDF CFUXFFO "DUT � BOE
�� .PSF HFOFSBMMZ TBZ UIBU POF DIPJDF TDFOBSJP JT B TDBMJOH PG BOPUIFS JG JU JT PCUBJOFE
CZ TJNQMZ ATDBMJOH VQ� UIF OVNCFS PG QFPQMF JOWPMWFE 	TFF UIF "QQFOEJY GPS B GPSNBM
TUBUFNFOU
�

4DBMF *OWBSJBODF� 4VQQPTF UIBU UIF DIPJDF CFUXFFO UIF x T JT B TDBMJOH PG
UIF DIPJDF CFUXFFO UIF y T� ɨFO ɨFO C (x1, . . . , xn) = C (y1, . . . , yn)�

��.BIUBOJ 	����
� 4FF BMTP $IBMNFST 	����
 GPS UIF JTTVF PG JEFOUJUZ SFMBUJPOT BDSPTT FQJTUFNJD
TDFOBSJPT�

��



"T XJUI UIF PUIFS TVQFSWFOJFODF QSJODJQMFT UIFSF BSF TPNF SFBTPOT POF NJHIU
SFTJTU 4DBMF *OWBSJBODF BT B HFOFSBM QSJODJQMF� 0OF NJHIU GPS FYBNQMF CF BUUSBDUFE UP
AWBSJBCMF WBMVF� WJFXT XIJDI CFIBWF MJLF UPUBM VUJMJUBSJBOJTN GPS TNBMM QPQVMBUJPOT BOE
MJLF BWFSBHF VUJMJUBSJBOJTN GPS MBSHF QPQVMBUJPOT� UIJT XJMM MFBE UP WJPMBUJPOT PG 4DBMF
*OWBSJBODF� &WFO TFUUJOH BTJEF TUBOEBSE DSJUJRVFT PG TVDI WJFXT NZ NBJO DMBJN JT UIBU
4DBMF *OWBSJBODF JT QMBVTJCMF BT B SFTUSJDUFE QSJODJQMF BCPVU SFBTPOT PG CFOFmDFODF�

��� ǰF 4VQFSWFOJFODF ǰFPSFN

$PNCJOJOH UIF UISFF TVQFSWFOJFODF QSJODJQMFT CSJOHT VT UP UIF GPMMPXJOH SFTVMU XIJDI
JT UIF UFDIOJDBM DSVY PG UIJT QBQFS�

ǰF 4VQFSWFOJFODF ǰFPSFN� *G 1FSTPOXJTF 4VQFSWFOJFODF 4UBUFXJTF
4VQFSWFOJFODF BOE 4DBMF *OWBSJBODF IPME UIFO UIF DIPJDF GVODUJPO JT
DPNQMFUFMZ EFUFSNJOFE CZ JUT SFTUSJDUJPO UP POF�QFSTPO DBTFT 	UIPTF JO
XIJDI POMZ POF QFSTPO NJHIU FYJTU
 PS BMUFSOBUJWFMZ CZ JUT SFTUSJDUJPO UP
VODFSUBJOUZ�GSFF DBTFT���

-FU NF HJWF TPNF FYBNQMFT��� 4VQQPTF XF BHSFF XJUI 5PUBMJTN UIBU JO VODFSUBJOUZ�
GSFF DBTFT POF PVHIU UP DIPPTF BO PQUJPO XJUI HSFBUFTU UPUBM XFMGBSF� ɨF VOJRVF DIPJDF
GVODUJPO DPNQBUJCMF XJUI UIJT SVMF BOE TBUJTGZJOH UIF UISFF TVQFSWFOJFODF QSJODJQMFT
JT &YQFDUFE 5PUBMJTN� &YQFDUFE 5PUBMJTN JT BMTP UIF VOJRVF UIFPSZ TBUJTGZJOH UIF
UISFF TVQFSWFOJFODF QSJODJQMFT TVDI UIBU JO POF�QFSTPO DBTFT POF PVHIU UP DIPPTF BO
PQUJPO XJUI HSFBUFTU FYQFDUFE XFMGBSF USFBUJOH OPO�FYJTUFODF BT B [FSP MFWFM��� 7BSZJOH
UIJT CZ USFBUJOH OPO�FYJTUFODF BT JG B OPO�[FSP MFWFM PG XFMGBSF MFBET UP ADSJUJDBM MFWFM�
VUJMJUBSJBOJTN� VTJOH QSJPSJUZ�XFJHIUFE XFMGBSF SBUIFS UIBO XFMGBSF JUTFMG MFBET UP GPSNT
PG FY QPTU QSJPSJUBSJBOJTN�

4VQQPTF PO UIF PUIFS IBOE XF BEPQU UIF )BSN .JOJNJ[BUJPO 7JFX GPS VODFSUBJO�
UZ�GSFF DIPJDFT� ɨF VOJRVF DIPJDF GVODUJPO DPNQBUJCMF XJUI UIJT WJFX BOE TBUJTGZJOH
UIF UISFF TVQFSWFOJFODF QSJODJQMFT TFMFDUT PQUJPOT UIBU NJOJNJ[F FYQFDUFE UPUBM IBSN�
4P JU EFDJEFT POF�QFSTPO DBTFT PO UIF CBTJT PG FYQFDUFE IBSN� ɨJT WJFX EPFT DBQUVSF
UIF "TZNNFUSZ CVU * SFKFDU JU GPS SFBTPOT FYQMBJOFE JO TFDUJPO �� UIBU JT * SFKFDU UIF

��ɨFSF BSF JOFWJUBCMZ TPNF UFDIOJDBMJUJFT XIJDI * EJTDVTT JO UIF "QQFOEJY CFGPSF QSPWJOH UIF
UIFPSFN� ɨF NBJO DBWFBU JT UIBU UIF UIFPSFN POMZ DPOTJEFST BDUT UIBU SFTVMU JO mOJUFMZ NBOZ QPTTJCMF
XFMGBSF EJTUSJCVUJPOT FBDI XJUI B SBUJPOBM QSPCBCJMJUZ� #VU JU JT IBSE UP JNBHJOF UIBU UXP JOEJWJEVBMMZ
QMBVTJCMF UIFPSJFT XPVME BHSFF BCPVU UIFTF SBUJPOBM�QSPCBCJMJUZ DBTFT BOE EJTBHSFF JO HFOFSBM�

��ɨF QSPPG PG UIF 4VQFSWFOJFODF ɨFPSFN HJWFO JO UIF "QQFOEJY JOEJDBUFT IPX UP BDUVBMMZ SFDPO�
TUSVDU UIF DIPJDF GVODUJPO GSPN JUT SFTUSJDUJPO UP POF�QFSTPO PS VODFSUBJOUZ�GSFF DBTFT� #VU POF DBO WFSJGZ
UIF GPMMPXJOH FYBNQMFT CZ TJNQMZ DIFDLJOH UIBU UIF TUBUFE UIFPSZ EPFT TBUJTGZ UIF UISFF TVQFSWFOJFODF
QSJODJQMFT BOE EPFT SFTUSJDU UP POF�QFSTPO PS VODFSUBJOUZ�GSFF DBTFT JO UIF TUBUFE XBZ�

��ɨJT JT B WBSJBUJPO PO UIF XBZ PG VOEFSTUBOEJOH &YQFDUFE 5PUBMJTN EFWFMPQFE JO .D$BSUIZ FU BM�
	����
 BOE JOEFFE UIF 4VQFSWFOJFODF ɨFPSFN JT B HFOFSBMJTBUJPO PG UIF BHHSFHBUJPO UIFPSFNT GPVOE
UIFSF�

��



).7 JO HFOFSBM GPS B OVNCFS PG SFBTPOT JODMVEJOH UIF JNQMBVTJCMF QSP�FYUJODUJPO
WFSEJDU JO $BTF �� BOE * TQFDJmDBMMZ SFKFDU UIJT XBZ PG FYUFOEJOH JU UP VODFSUBJO DBTFT
CFDBVTF JO UIF DPOUFYU PG $BTF � JU MFBET UP BO JNQMBVTJCMF GPSN PG BOUJ�OBUBMJTN�

*OEFFE * FYQMBJOFE JO TFDUJPO ��� UIBU UIFTF UXP JNQMBVTJCMF WFSEJDUT BSF SFMBUFE
CZ BO JOGPSNBM BSHVNFOU UIBU DBO CF GPSNBMJ[FE CZ BQQFBM UP UIF UISFF TVQFSWFOJFODF
QSJODJQMFT� &YBNJOJOH UIBU BSHVNFOU IFMQT UP JOEJDBUF UIF NFDIBOJDT PG UIF 4VQFSWF�
OJFODF ɨFPSFN� 4UBUFXJTF 4VQFSWFOJFODF FOUBJMT UIBU XF NVTU USFBU $BTF �� JO UIF
TBNF XBZ BT $BTF ��� 1FSTPOXJTF 4VQFSWFOJFODF BOE 4DBMF *OWBSJBODF FOUBJM UIBU XF
NVTU USFBU $BTF �� JO UIF TBNF XBZ BT $BTF �� 4P UIFTF UISFF DBTFT NVTU CF EFDJEFE JO
QBSBMMFM� " HFOFSBM GPSN PG UIJT BSHVNFOU TIPXT UIBU UIF (SPVQ -FWFM "TZNNFUSZ BOE
UIF &YQFDUBUJPOBM "TZNNFUSZ BSF FRVJWBMFOU 	XJUI UIF DBWFBU NFOUJPOFE JO GO� ��
�

ɨF BSHVNFOU GPS B QBSBMMFM CFUXFFO $BTF � BOE UIF DIPJDF CFUXFFO "DUT � BOE �
JO $BTF � BENJUT B TJNJMBS SFDPOTUSVDUJPO� 4UBUFXJTF 4VQFSWFOJFODF FOUBJMT UIBU $BTF
� NVTU CF USFBUFE JO UIF TBNF XBT BT B DIPJDF CFUXFFO "DUT � BOE � JO $BTF � BOE
1FSTPOXJTF 4VQFSWFOJFODF BOE 4DBMF *OWBSJBODF FOUBJM UIBU JU NVTU CF USFBUFE JO UIF
TBNF XBT BT $BTF �� 4P UIFTF UISFF DBTFT NVTU BMTP CF EFDJEFE JO QBSBMMFM� " TJNJMBS
BSHVNFOU TIPXT UIBU $BTF �� NVTU CF USFBUFE JO UIF TBNF XBT BT $BTF ���

&BDI PG UIFTF BSHVNFOUT JMMVTUSBUFT IPX HJWFO UIF UISFF TVQFSWFOJFODF QSJODJQMFT
WFSEJDUT JO VODFSUBJOUZ�GSFF DBTFT DPOTUSBJO WFSEJDUT JO PUIFS DBTFT JODMVEJOH POF�QFSTPO
DBTFT BOE WJDF WFSTB�

* TIPVME IPXFWFS FYQMBJO UIF HFOFSBM SVMF UIBU FNFSHFT GSPN UIF 4VQFSWFOJFODF
ɨFPSFN GPS SFEVDJOH HFOFSBM DIPJDF TDFOBSJPT UP VODFSUBJOUZ�GSFF POFT� 4VQQPTF JO
BO VODFSUBJOUZ�GSFF DIPJDF TDFOBSJP CFUXFFO x1, . . . , xn UIFSF BSF BU NPTU m TBMJFOU
QFPQMF J�F� BU NPTU m QFPQMF XIP FYJTU VOEFS TPNF PQUJPO PS BOPUIFS� 'PS FBDI PG
UIFTF m QFPQMF UIFSF JT BO n�UVQMF PG XFMGBSF MFWFMT JODMVEJOH QPTTJCMZ OPO�FYJTUFODF
DPSSFTQPOEJOH UP UIBU QFSTPO�T XFMGBSF JO FBDI PG UIF n PQUJPOT� 'PS UIF DIPJDF GVODUJPO
UP TBUJTGZ 4DBMF *OWBSJBODF UIF QFSNJTTJCMF PQUJPOT NVTU CF EFUFSNJOFE CZ UIF OVNCFS
PG QFPQMF XIP GBDF FBDI n�UVQMF PG XFMGBSF MFWFMT EJWJEFE CZ m� 8IBU POF TFFT GSPN UIF
4VQFSWFOJFODF ɨFPSFN JT UIBU JO HFOFSBM UIF QFSNJTTJCMF PQUJPOT NVTU CF EFUFSNJOFE
JO UIF TBNF XBZ CZ UIF FYQFDUFE OVNCFS PG QFPQMF XIP GBDF FBDI n�UVQMF PG XFMGBSF
MFWFMT EJWJEFE CZ m�

� *OUSBOTJUJWJUZ
)BWJOH TVHHFTUFE IPX DIPJDF VOEFS VODFSUBJOUZ TIPVME CF SFMBUFE UP DIPJDF XJUIPVU
VODFSUBJOUZ * UVSO UP XSJUJOH EPXO TPNF JMMVTUSBUJWF UIFPSJFT PG UIF "TZNNFUSZ DPN�
QBUJCMF XJUI UIJT TVHHFTUJPO� * XJMM EFWFMPQ UIFTF UIFPSJFT BSPVOE B DPNNPO DPSF�
B SVMF GPS EFUFSNJOJOH UIF QFSNJTTJCMF PQUJPOT JO BOZ PQUJPO TFU CZ DPNQBSJOH UXP
PQUJPOT BU B UJNF XJUIPVU SFHBSE UP XIJDI PUIFS PQUJPOT BSF BWBJMBCMF� 'PS FYBNQMF
UIF $POEPSDFU $SJUFSJPO QBSUJBMMZ DIBSBDUFSJTFT QFSNJTTJCMF PQUJPOT JO UFSNT PG QBJSXJTF
DPNQBSJTPOT BOE UIF JEFB JT UP TUSFOHUIFO UIJT DIBSBDUFSJTBUJPO� ɨF DMBJN JT OPU UIBU

��



TVDI B SVMF NVTU CF BWBJMBCMF CVU JU JT DFSUBJOMZ DPOWFOJFOU GPS UIFPSZ�DPOTUSVDUJPO
TJODF JU JT NVDI DMFBSFS XIBU LJOET PG USBEF�PĊT BSF SFBTPOBCMF JO UXP�PQUJPO DBTFT� *O
BOZ DBTF TFWFSBM BVUIPST IBWF BMSFBEZ QSPQPTFE SVMFT BMPOH UIFTF MJOFT� .Z DPOUSJCVUJPO
JO UIJT TFDUJPO JT UP FYQMBJO TPNF QSPCMFNT XJUI UIFTF QSPQPTBMT BOE UP HFU B CFUUFS
POF PO UIF UBCMF�

$PODSFUFMZ * XJMM BEPQU B WJFX GSPN WPUJOH UIFPSZ� *OUSBOTJUJWJUZ BSJTFT JO UIBU
DPOUFYU GSPN UIF WPUJOH QBSBEPY� FWFO JG FBDI JOEJWJEVBM IBT USBOTJUJWF QSFGFSFODFT JU
JT QPTTJCMF GPS B NBKPSJUZ UP QSFGFS x UP y  B NBKPSJUZ UP QSFGFS y UP z  BOE B NBKPSJUZ
UP QSFGFS z UP x � 0OF NBZ UIVT ESBX BO BOBMPHZ CFUXFFO UIF TJ[F PG UIF NBKPSJUZ
JO GBWPVS PG x PWFS y BOE IPX TUSPOH UIF SFBTPOT BSF GPS DIPPTJOH x PWFS y � .BOZ
PG UIF NFUIPET EFWFMPQFE GPS FMFDUJPOT DBO CF BEBQUFE UP UIF QSFTFOU DPOUFYU BOE
EFTFSWF DBSFGVM DPOTJEFSBUJPO� * BN HPJOH UP GPDVT PO 4DIVM[F�T NFUIPE 	4DIVM[F
����
 DPNNPOMZ LOPXO BT ACFBUQBUI�� GPS GVSUIFS JOWFTUJHBUJPO * DBO SFDPNNFOE
3BOLFE 1BJST 	5JEFNBO ����
 BOE UIF WBSJFUZ PG VODPWFSFE DIPJDF WJFXT TVSWFZFE CZ
%VHHBO 	����
 BMM PG XIJDI IBWF BUUSBDUJWF GPSNBM QSPQFSUJFT BOE TPNF DPODFQUVBM
QMBVTJCJMJUZ�

*O BOZ DBTF TBZ UIBU POF PQUJPO x JT CFBUQBUI CFUUFS UIBO BOPUIFS PQUJPO y JG BOE
POMZ JG GPS TPNF ↵�

	J
 ɨFSF JT B TFRVFODF PG BWBJMBCMF PQUJPOT MFBEJOH GSPN y UP x  TVDI UIBU POF
PVHIU UP DIPPTF FBDI PQUJPO PWFS UIF POF CFGPSF BOE TVDI UIBU UIF SFBTPOT GPS
EPJOH TP IBWF TUSFOHUI BU MFBTU ↵�

	JJ
 ɨFSF JT OP TVDI TFRVFODF MFBEJOH GSPN x UP y �
)FVSJTUJDBMMZ POF DBO EFMJCFSBUF GSPN y UP x  CVU OPU GSPN x UP y  CZ BUUFOEJOH UP
SFBTPOT PG TUSFOHUI BU MFBTU ↵� ɨF QSPQPTBM JT UIBU BO PQUJPO JT QFSNJTTJCMF JG BOE POMZ
JG UIFSF JT OPOF CFBUQBUI�CFUUFS UIBO JU�

4DIVM[F TIPXT UIBU CFBUQBUI�CFUUFSOFTT JT B USBOTJUJWF SFMBUJPO PO FBDI PQUJPO TFU
XJUI UIF FĊFDU UIBU QFSNJTTJCMF PQUJPOT BMXBZT FYJTU��� .PSFPWFS VOEPNJOBUFE PQUJPOT
BSF BMXBZT QFSNJTTJCMF BOE BOZ $POEPSDFU XJOOFS XJMM CF UIF TPMF QFSNJTTJCMF PQUJPO�

" QSPQFS EFGFODF PG UIF CFBUQBUI WJFX XPVME CF GBS CFZPOE NZ QVSQPTFT IFSF�
IPXFWFS * XJMM DPNQBSF JU UP TPNF PG UIF DPNQFUJUPST UIBU IBWF CFFO QSPQPTFE JO
TJNJMBS DPOUFYUT� 5P EP TP MFU NF mSTU JMMVTUSBUF UIF WFSEJDUT PG CFBUQBUI JO TPNF VTFGVM
UFTU DBTFT JMMVTUSBUFE JO 'JHVSF �� *O FBDI EJBHSBN UIF OPEFT 	x , y, z , . . . 
 SFQSFTFOU UIF

��5XP JNQPSUBOU JTTVFT BSJTF IFSF XJUI NPSF HFOFSBM SFMFWBODF� JODPNNFOTVSBCMF SFBTPOT BOE
JOmOJUF DIPJDF TFUT� 'JSTU UIF BSHVNFOU GPS USBOTJUJWJUZ SFMJFT PO UIF TUSFOHUIT PG SFBTPOT CFJOH DPNQMFUFMZ
PSEFSFE� JU JT OPU DMFBS IPX POF XPVME BDDPNNPEBUF JODPNNFOTVSBCJMJUZ� 4FDPOE UIF DMBJN UIBU
QFSNJTTJCMF PQUJPOT BMXBZT FYJTU EFQFOET PO UIFSF CFJOH B mOJUF TFU PG PQUJPOT�CVU PG DPVSTF UIJT JT B
GBNJMJBS QSPCMFN GPS BMM NBYJNJ[JOH WJFXT� 0OF GBNJMJBS TPMVUJPO JT UP BEPQU B TDBMBS WJFX PO XIJDI
TPNF PQUJPOT BSF TJNQMZ CFUUFS UIBO PUIFST XJUI OP GVOEBNFOUBM SPMF GPS DBUFHPSJDBM KVEHNFOUT PG
QFSNJTTJCJMJUZ� *U JT FBTZ UP FYUFOE UIF 4VQFSWFOJFODF ɨFPSFN UP TVDI B TDBMBS TFUUJOH� ɨF QPTTJCJMJUZ PG
JOmOJUF PQUJPO TFUT SBJTFT B NPSF GVOEBNFOUBM QSPCMFNT GPS TPNF PUIFS WJFXT� F�H� 5JEFNBO�T 3BOLFE
1BJST NFUIPE JT EFmOFE VTJOH JOEVDUJPO GSPN TUSPOH SFBTPOT UP XFBLFS POFT BOE UIJT NBZ OPU BMXBZT
NBLF TFOTF�

��



BWBJMBCMF PQUJPOT BOE BO BSSPX GSPN TBZ x UP y JOEJDBUFT UIBU POF PVHIU UP DIPPTF y
PWFS x � UIF OVNCFS MBCFMMJOH UIF BSSPX JOEJDBUFT IPX TUSPOH UIF SFBTPOT BSF UP EP TP�
#PMEFE PQUJPOT BSF UIF QFSNJTTJCMF POFT BDDPSEJOH UP CFBUQBUI�
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'JHVSF �� %JBHSBNT " # $ %�

ɨF mSTU EJBHSBN " NJHIU DPSSFTQPOE UP B DIPJDF CFUXFFO B TUBUVT RVP 	x 
 BOE
DSFBUJOH &WF FJUIFS XJUI B HPPE MJGF (y ) PS XJUI 10 BEEJUJPOBM VOJUT PG XFMGBSF (y+)�
8IFO JU DPNFT UP QBJSXJTF DIPJDFT FJUIFS PG x PS y  BOE FJUIFS PG x PS y+ XPVME CF
QFSNJTTJCMF CVU y+ PVHIU UP CF DIPTFO PWFS y  BOE UIF TUSFOHUI PG UIF SFBTPOT UP EP
TP JT QSPQPSUJPOBM UP UIF CFOFmU UP &WF� 6TJOH CFBUQBUI XIFO BMM UISFF PQUJPOT BSF
BWBJMBCMF POF DBO EFMJCFSBUF GSPN y UP y+ CVU OPU WJDF WFSTB CZ BUUFOEJOH UP SFBTPOT
PG TUSFOHUI BU MFBTU 10� UIJT SFOEFST y 	CVU OP PUIFS PQUJPO
 JNQFSNJTTJCMF� ɨJT TRVBSFT
XJUI UIF UZQJDBM WFSEJDU BCPVU TVDI B DBTF�

ɨF TFDPOE EJBHSBN # SFQSFTFOUT B DBTF JO XIJDI UIFSF BSF UISFF PQUJPOT x  y  BOE
z XIJDI GPSN B DZDMF� ɨF GPVSUI PQUJPO w  JT TVDI UIBU UIF QBJSXJTF DPOTJEFSBUJPOT
BSF OFVUSBM CFUXFFO JU BOE FBDI PUIFS PQUJPO� 'PS FYBNQMF x  y  BOE z NJHIU CF
TPNFUIJOH MJLF UIF UISFF PQUJPOT JO $BTF � BOE w NJHIU CF B GPVSUI PQUJPO JO XIJDI
OP POF FYJTUT BU BMM��� )FSF UIF CPUUPN MJOF JT UIBU w  x  BOE z BSF QFSNJTTJCMF� ɨJT
JMMVTUSBUFT UIF QPJOU UIBU FWFO UIPVHI w JT UIF TPMF VOEPNJOBUFE PQUJPO 	JO UIF TFOTF
UIBU UIFSF BSF OP QBJSXJTF DPOTJEFSBUJPOT JO GBWPVS PG TPNFUIJOH FMTF
 PUIFS PQUJPOT
NBZ TUJMM CF QFSNJTTJCMF� *OEFFE UIJT TFFNT MJLF UIF SJHIU WJFX BCPVU UIF GPVS�PQUJPO
WFSTJPO PG $BTF � KVTU NFOUJPOFE� JU TFFNT JNQMBVTJCMF UIBU UIF POMZ QFSNJTTJCMF PQUJPO
XPVME CF UP DSFBUF OP POF BU BMM�

��* IBWF DIPTFO UIF TUSFOHUIT PG UIF SFMFWBOU SFBTPOT UP JMMVTUSBUF XIBU XPVME IBQQFO PO UIF AOBSSPX
IBSE� WJFX PG UIF "TZNNFUSZ XIJDI ZJFMET B DZDMF JO $BTF ��

��



%JBHSBN $ QSFTFOUT B WBSJBOU JO XIJDI XIJDI UIFSF BSF TPNF QBJSXJTF DPOTJEFSBUJPOT
UIBU GBWPVS FBDI PUIFS PQUJPO PWFS w  TP UIBU w XPVME CF UIF A$POEPSDFU MPTFS��
$POEPSDFU MPTFST BSF BMXBZT JNQFSNJTTJCMF BDDPSEJOH UP CFBUQBUI� "T JO # XF NJHIU
JEFOUJGZ x , y, z XJUI UIF UISFF PQUJPOT JO $BTF � BOE w OPX XJUI JO PQUJPO JO XIJDI
POMZ POF QFSTPO "CFM FYJTUT XJUI B TMJHIUMZ CBE MJGF� *U XPVME TFFN XSPOH UP DIPPTF
w  FWFO UIPVHI UIF QBJSXJTF DPOTJEFSBUJPOT BHBJOTU JU BSF SFMBUJWFMZ XFBL�

%JBHSBN % SFQSFTFOUT UIF TPSU PG TJUVBUJPO UIBU BSJTFT JO B AWBMVF QVNQ�� ɨFSF JT
BHBJO B DZDMF CFUXFFO x  y  BOE z  BT CFGPSF� ɨFSF JT JO BEEJUJPO B GPVSUI PQUJPO x�
XIJDI JT NVDI MJLF x CVU XJUI B TNBMM QFOBMUZ BUUBDIFE� $PSSFTQPOEJOHMZ UIF SFBTPOT
UP DIPPTF x� PWFS z BSF TMJHIUMZ XFBLFS UIBO UIF POFT UP DIPPTF x PWFS z  BOE UIF
SFBTPOT UP DIPPTF y PWFS x� BSF TMJHIUMZ TUSPOHFS UIBO UIPTF UP DIPPTF y PWFS x � 	*G BT
JO $BTF � "EBN FYJTUT JO BMM PG x  y  BOE z  UIFO x� NJHIU EJĊFS GSPN x POMZ JO UIBU
"EBN JT TMJHIUMZ XPSTF PĊ�
 ɨF WBMVF QVNQ DPOTJTUT JO UIF GBDU UIBU HJWFO B TFRVFODF
PG QBJSXJTF DIPJDFT POF BQQBSFOUMZ PVHIU UP DIPPTF y PWFS x  UIFO z PWFS y  UIFO x�
PWFS z  UIVT FOEJOH VQ XJUI BO PQUJPO UIBU JT JO TPNF JOUVJUJWF TFOTF HSBUVJUPVTMZ
XPSTF UIBO UIF PSJHJOBM� 5P NBLF UIF QPJOU TIBSQFS UIF BHFOU DPVME CF GPSDFE UISPVHI
B MPOH TQJSBM PG PQUJPOT y� z� x�� y��y XIFSF FBDI NJOVT TJHO SFQSFTFOUT B TNBMM
QFOBMUZ JOnJDUFE PO "EBN mOBMMZ FOEJOH VQ XJUI B USVMZ UFSSJCMF PVUDPNF F�H� POF
KVTU MJLF x FYDFQU UIBU "EBN JT B NJMMJPO VOJUT XPSTF PĊ� * BN OPU BEESFTTJOH UIF JTTVF
PG TFRVFOUJBM DIPJDF IFSF 	TFF 3BCJOPXJD[ 	����
 GPS B TVSWFZ
 CVU JO UIF TDFOBSJP
SFQSFTFOUFE CZ UIF EJBHSBN JO XIJDI BMM UIF PQUJPOT UIBU BSJTF JO UIF WBMVF QVNQ BSF
BWBJMBCMF BU PODF JU TFFNT DMFBS UIBU x� NVTU CF JNQFSNJTTJCMF BOE CFBUQBUI EFMJWFST
UIJT WFSEJDU�

7POH 	����
 CFJOH JOnVFODFE CZ 5FNLJO GSBNFT UIF QSPCMFN BT POF PG EFBMJOH
XJUI DBTFT JO XIJDI UIF ACFUUFS UIBO� SFMBUJPO JT JOUSBOTJUJWF� 8IBU * DBMM UIF TUSFOHUI
PG UIF SFBTPOT UP DIPPTF y PWFS x  BOE XIJDI * XJMM EFOPUF R(y/x ) DPSSFTQPOET JO
IJT GSBNFXPSL XJUI UIF EFHSFF UP XIJDI y JT CFUUFS UIBO x � * EPO�U mOE UIJT B IFMQGVM
XBZ PG MPPLJOH BU UIJOHT� GPS FYBNQMF POF NJHIU JOTUFBE JEFOUJGZ CFUUFSOFTT XJUI UIF
CFBUQBUI�CFUUFSOFTT JO XIJDI DBTF UIF CFBUQBUI WJFX JT UIBU POF PVHIU UP DIPPTF POF
PG UIF CFTU PQUJPOT� 4UJMM MFU NF BDDFQU 7POH�T GSBNJOH JO PSEFS UP FBTF DPNQBSJTPO�
7POH�T TVHHFTUJPO JT UIBU SFMBUJWF UP UIF PQUJPO TFU C  XF TIPVME DIPPTF BO PQUJPO
x UIBU NJOJNJ[FT UIF TVN

P
y2C R(y/x )� ɨVT UIF BWBJMBCJMJUZ PG FBDI PQUJPO UIBU JT

CFUUFS UIBO x XFJHIT BHBJOTU x UP UIF FYUFOU UIBU JU JT CFUUFS BOE UIF BWBJMBCJMJUZ PG
FBDI PQUJPO UIBU JT XPSTF XFJHIT JO GBWPVS PG x UP UIF FYUFOU UIBU JU JT XPSTF� ɨJT
JT B OBUVSBM UIJOH UP USZ� JU SFnFDUT UIF JEFPMPHZ UIBU UIF BWBJMBCJMJUZ PG FBDI PUIFS
PQUJPO y ZJFMET TPNF SFBTPO GPS PS BHBJOTU DIPPTJOH x  BOE POF PVHIU UP XFJHI UIFTF
SFBTPOT BHBJOTU FBDI PUIFS� )PXFWFS XF TIPVME SFKFDU 7POH�T TVHHFTUJPO PO UISFF
DPVOUT 	UIVT JOEJDBUJOH UIBU UIJT JT OPU BO BQQSPQSJBUF JEFPMPHZ
� 'JSTU 7POH�T SVMF
EPFT OPU BVUPNBUJDBMMZ QJDL $POEPSDFU XJOOFST XIFO UIFZ FYJTU� *U EPFT OPU FWFO EP
TP GPS PQUJPO TFUT XJUI SFTQFDU UP XIJDI ACFUUFS UIBO� JT USBOTJUJWF� 4FDPOE JO UIF DBTF
JMMVTUSBUFE CZ EJBHSBN " UIF BWBJMBCJMJUZ PG y XFJHIT JO GBWPVS PG y+ PO 7POH�T WJFX

��



CVU OPU JO GBWPVS PG x  JODPSSFDUMZ SFOEFSJOH x JNQFSNJTTJCMF� ɨJSE 7POH�T SVMF JT
JNQMBVTJCMZ TFOTJUJWF UP IPX PQUJPOT BSF JOEJWJEVBUFE WJPMBUJOH B ADMPOF�JOEFQFOEFODF�
DPOEJUJPO� 4VQQPTF UIBU JO BO PQUJPO TFU C = {x , y, z} y JT CFUUFS UIBO x  z CFUUFS
UIBO y  BOE x CFUUFS UIBO z  BOE CZ UIF TBNF BNPVOU JO FBDI DBTF� ɨFO 7POH�T SVMF
TBZT QMBVTJCMZ FOPVHI UIBU BOZ PQUJPO JT QFSNJTTJCMF� #VU OPX DPOTJEFS UIF PQUJPO
TFU C 0 = {x , y, y 0, z} XIFSF y 0 JT FĊFDUJWFMZ B DMPOF PG y  MJLF JU JO BMM SFMFWBOU SFTQFDUT�
y 0 JT KVTU BT HPPE BT y  BOE XPSTF UIBO z BOE CFUUFS UIBO x UP UIF TBNF FYUFOU UIBU y JT�
1FSIBQT y 0 JT KVTU MJLF y FYDFQU UIF BHFOU UXJUDIFT IFS OPTF� 7POH�T SVMF TBZT UIBU z JT
OPX SFRVJSFE� *O DPOUSBTU UIF CFBUQBUI WJFX XJMM DPOUJOVF UP TBZ UIBU BOZ PQUJPO JT
QFSNJTTJCMF BOE UIJT JT TVSFMZ UIF SJHIU SFTVMU��� " SFMBUFE QSPCMFN GPS 7POH�T WJFX JT
UIBU JU EPFT OPU NBLF BOZ TFOTF XIFO UIFSF BSF JOmOJUFMZ NBOZ BWBJMBCMF PQUJPOT�

$BSMTPO 	���� Q� ���
 TVHHFTUT UIBU XF mSTU EFmOF B SFMBUJPO PG AXFBL QSFGFSFODFn �
GPS FBDI n > 0� USBOTMBUFE JOUP NZ GSBNFXPSL x JT XFBLMZ QSFGFSSFEn UP y JG BOE
POMZ JG UIFSF JT B TFRVFODF y = y0, y1, . . . , ym = x  XJUI m  n TVDI UIBU JU XPVME CF
QFSNJTTJCMF UP DIPPTF FBDI PQUJPO PWFS UIF POF CFGPSF� 0OF UIFO mOET UIF TNBMMFTU
n TVDI UIBU BU MFBTU POF PQUJPO JT XFBLMZ QSFGFSSFEn UP FBDI PUIFS PQUJPO� *G UIFSF
JT POMZ POF TVDI PQUJPO UIFO JU JT SFRVJSFE 	XJUI TPNF QPTTJCJMJUZ PG UJF�CSFBLJOH JO
HFOFSBM
� )PXFWFS JO EJBHSBN # BCPWF UIJT HJWFT UIF JNQMBVTJCMF SFTVMU UIBU POMZ w JT
QFSNJTTJCMF���

" WJFX XJUI TJNJMBS QSPCMFNT JT .JOJNBY BMTP LOPXO BT UIF 4JNQTPO�,SBNFS
NFUIPE JO WPUJOH UIFPSZ� * IBWF OPU TFFO JU EFGFOEFE JO QSJOU JO UIJT DPOUFYU BMUIPVHI
* MPOH GPVOE JU BUUSBDUJWF� *U DMBJNT UIBU POF PVHIU UP DIPPTF BO PQUJPO BHBJOTU XIJDI
UIFSF BSF UIF MFBTU QBJSXJTF SFBTPOT UP EP TPNFUIJOH FMTF� *O PUIFS XPSET DIPPTF BO
x UIBU NJOJNJ[FT maxy2C R(y/x )� ɨJT SVMF TBUJTmFT UIF $POEPSDFU DSJUFSJPO BOE B
MJNJUFE GPSN PG DMPOF�JOEFQFOEFODF� #VU MJLF $BSMTPO�T WJFX JU SFRVJSFT PQUJPO w
JO EJBHSBN $ BOE XPSTF UIBO UIBU JU TPNFUJNFT TFMFDUT $POEPSDFU MPTFST SFRVJSJOH
PQUJPO w JO EJBHSBN $�

4DIXBSU[ 	����
 3PTT BOE )FSMJU[ 	����
 BMM TVHHFTU WJFXT PO XIJDI BOZ PQUJPO
JO UIF TP�DBMMFE 4DIXBSU[ TFU JT QFSNJTTJCMF� 8F DBO TBZ UIBU x JT 4DIXBSU[�CFUUFS UIBO
y JG POF DBO EFMJCFSBUF GSPN y UP x  CVU OPU GSPN x UP y  BHBJO JO UIF TFOTF UIBU UIFSF
JT B TFRVFODF PG PQUJPOT MFBEJOH GSPN y UP x TVDI UIBU POF PVHIU UP DIPPTF FBDI PQUJPO
PWFS UIF POF CFGPSF� ɨF 4DIXBSU[ TFU DPOTJTUT PG UIF 4DIXBSU[�CFTU PQUJPOT� ɨVT UIF

��.PSF HFOFSBMMZ UIF CFBUQBUI 	JO UIF DPOUFYU PG WPUJOH UIFPSZ
 TBUJTmFT5JEFNBO�T DMPOF�JOEFQFOEFODF
BYJPN�

��$BSMTPO TFFNT UP TVHHFTU UIBU IJT WJFX XJMM SFOEFS BMM PQUJPOT JO UIJT DBTF QFSNJTTJCMF CVU EPFT OPU
FYQMBJO XIZ� $BSMTPO�T QBQFS JT NBJOMZ DPODFSOFE XJUI HJWJOH B EJĊFSFOU TPMVUJPO UP UIF DBTF PG 2VJOO�T
ATFMG�UPSUVSFS�� 'PS UIPTF XIP LOPX UIF DBTF *�MM NFOUJPO UIBU PO B OBUVSBM XBZ PG NPEFMMJOH JU UIF
CFBUQBUI WJFX XPVME TBZ UIBU BOZ POF PG UIF mSTU GFX TFUUJOHT PO UIF UPSUVSF EFWJDF XPVME CF QFSNJTTJCMF�
ɨJT TFFNT MJLF BO BDDFQUBCMF WFSEJDU 	OPUJOH BHBJO UIBU * BN UBMLJOH BCPVU UIF OPO�TFRVFOUJBM WFSTJPO PG
UIF DBTF
 BMUIPVHI B DPNNPO WJFX TFFNT UP CF UIBU UIF TFMG�UPSUVSFS PVHIU UP DIPPTF TPNF OPO�USJWJBM
BNPVOU PG QBJO�

��



CFBUQBUI WJFX JT B SFmOFNFOU PG 4DIXBSU[�T WJFX UIBU QBZT BUUFOUJPO UP UIF TUSFOHUIT
PG QBJSXJTF SFBTPOT� "CTUSBDUMZ 4DIXBSU[�T WJFX IBT B MPU HPJOH GPS JU� GPS FYBNQMF
JU JT DPNQBUJCMF XJUI CBDLXBSET JOEVDUJPO JO TFRVFOUJBM DIPJDF TDFOBSJPT� )PXFWFS
QSFDJTFMZ CFDBVTF PG UIJT DPNQBUJCJMJUZ JU MFBET UP UIF LJOE PG OPO�TFRVFOUJBM WBMVF
QVNQ FYFNQMJmFE CZ %JBHSBN %� JU QFSNJUT x� BOE JO UIF FMBCPSBUJPO PG UIF DBTF
XJUI B XIPMF TQJSBM PG PQUJPOT x�, y�, z�, x��, . . . JU XJMM TUJMM QFSNJU BOZ PQUJPO� ɨJT JT
BO VOBDDFQUBCMF SFTVMU�

"T BO BMUFSOBUJWF UP UIF 4DIXBSU[ NFUIPE )FSMJU[ TVHHFTUT B QSJODJQMF PG ATUSPOHMZ
VODPWFSFE DIPJDF�� ɨJT NFUIPE EPFT OPU GBDF UIF TBNF PCKFDUJPO BOE NZ SFBTPOT GPS
SFKFDUJOH JU BSF NPSF UFOUBUJWF� "O PQUJPO x JT TUSPOHMZ DPWFSFE JG BOE POMZ JG UIFSF JT BO
PQUJPO y UIBU JT AVOBNCJHVPVTMZ CFUUFS� JO UIF TFOTF UIBU POF PVHIU UP DIPPTF PWFS x
BOZUIJOH UIBU POF PVHIU UP DIPPTF PWFS y  BOE POF PVHIU UP DIPPTF y PWFS BOZUIJOH
PWFS XIJDI POF PVHIU UP DIPPTF x ��� ɨF SVMF JT UIBU POF NBZ DIPPTF BOZ PQUJPO UIBU JT
OPU TUSPOHMZ DPWFSFE� /PUF UIBU MJLF UIF 4DIXBSU[ NFUIPE TUSPOHMZ VODPWFSFE DIPJDF
EFUFSNJOFT QFSNJTTJCJMJUZ EJSFDUMZ JO UFSNT PG UIF WFSEJDUT JO QBJSXJTF DIPJDFT XJUIPVU
SFGFSFODF UP UIF TUSFOHUI PG SFBTPOT CFIJOE TVDI DIPJDFT� 4P POF PCKFDUJPO JT UIBU JO
TPNF DBTFT UIF TUSFOHUI PG TVDI SFBTPOT EPFT TFFN SFMFWBOU� *O EJBHSBN # BCPWF POF
SFBMMZ PVHIU UP BWPJE y � 'PS B EJĊFSFOU DBTF OPU EFQFOEJOH PO UIF TUSFOHUIT PG SFBTPOT
TVQQPTF UIBU BNPOH UIF UISFF PQUJPOT x , y, z  POF PVHIU UP DIPPTF x PWFS y BOE y
PWFS z  CVU FJUIFS PG x PS z XPVME CF QFSNJTTJCMF JO B TUSBJHIU DIPJDF CFUXFFO UIFN�
4USPOHMZ VODPWFSFE DIPJDF JOWBSJBCMZ QFSNJUT y � ɨJT TFFNT XSPOH UP NF BMUIPVHI *
BENJU UIBU JOUVJUJPOT IFSF BSF GSBHJMF BOE NBZ EFQFOE PO UIF TVCTUBODF PG UIF WJFX�
4PNF PUIFS VODPWFSFE DIPJDF SVMFT EJTDVTTFE JO %VHHBO EP CFUUFS JO UIJT FYBNQMF CVU
OPOF UBLF UIF TUSFOHUIT PG SFBTPOT JOUP BDDPVOU�

� 4PNF $PODSFUF 7JFXT
"TTVNJOH UIBU XF DBO SFEVDF BSCJUSBSZ DIPJDFT UP VODFSUBJOUZ�GSFF DIPJDFT 	TFDUJPO
�
 BOE BSCJUSBSZ 	JODMVEJOH VODFSUBJOUZ�GSFF
 DIPJDFT UP QBJSXJTF DIPJDFT 	TFDUJPO �

JU POMZ SFNBJOT UP XSJUF EPXO BO FYUFOTJPOBMMZ QMBVTJCMF UIFPSZ PG UIFTF VODFSUBJOUZ�
GSFF QBJSXJTF DBTFT� 	0S POF DPVME GPDVT PO POF�QFSTPO DBTFT XIJDI NBZ CF FRVBMMZ
FOMJHIUFOJOH�


*O TFDUJPO � * JEFOUJmFE UXP LFZ DIPJDF�QPJOUT� UIF XJEF�OBSSPX EJTUJODUJPO
FNCPEJFE JO $BTF � 	BOE UIF QBSBMMFM POF�QFSTPO $BTF �
 BOE UIF TPGU�IBSE EJTUJODUJPO
FNCPEJFE JO $BTF �� 	BOE $BTF ��
� ɨVT UIFSF BSF GPVS UZQFT PG WJFXT DPSSFTQPOEJOH
UP EJĊFSFOU XBZT PG SFTPMWJOH UIFTF JTTVFT� .Z HPBM JT UP HJWF B TJNQMF FYBNQMF PG
FBDI LJOE FYQMBJOJOH IPX FBDI FYUFOET UP HFOFSBM DIPJDF TDFOBSJPT JO MJHIU PG UIF

��)FSMJU[�T GPSNVMBUJPO DPOUBJOT B UZQP BT IF FYQMBJOFE UP NF JO DPSSFTQPOEFODF� BU MFBTU XIFO
EFHSFFT PG CFUUFSOFTT BSF DPNNFOTVSBCMF UIF TFU PG QFSNJTTJCMF PQUJPOT JT TVQQPTFE UP CF UIF .D,FMWFZ
VODPWFSFE TFU EJTDVTTFE JO %VHHBO�

��



4VQFSWFOJFODF ɨFPSFN� *O TFDUJPO � * FYBNJOF XIBU UIFZ TBZ BCPVU FYUJODUJPO SJTL�
*O EFTDSJCJOH UIFTF WJFXT JU TVċDFT UP HJWF B GPSNVMB GPS R(x/y ) UIF TUSFOHUI PG

UIF SFBTPOT GPS DIPPTJOH x PWFS y JO B TUSBJHIU DIPJDF GPS FBDI QBJS PG PQUJPOT� #Z
DPOWFOUJPO R(x/y ) JT QPTJUJWF JG POF PVHIU UP DIPPTF x  OFHBUJWF JG POF PVHIU UP
DIPPTF y  BOE 0 JG FJUIFS XPVME CF QFSNJTTJCMF� 5P EP UIJT JU JT DPOWFOJFOU UP GPSNBMJ[F
UIF JEFPMPHZ PG APĊTFUUJOH� * JOUSPEVDFE JO NZ EJTDVTTJPO PG $BTF ��� *G r1, r2 BSF
OVNCFST 	NFBTVSJOH UIF TUSFOHUI PG EJĊFSFOU DPOTJEFSBUJPOT SFMFWBOU UP DIPPTJOH TPNF
PQUJPO x PWFS TPNF BMUFSOBUJWF y 
 EFmOF

r1 PĊTFU CZ r2 =

8
><
>:

r1 JG CPUI QPTJUJWF PS CPUI OFHBUJWF
max{0, r1 + r2} JG r1 � 0 � r2

min{0, r1 + r2} JG r2 � 0 � r1�

ɨVT JG r1 BOE r2 CFJOH QPTJUJWF CPUI QPJOU JO GBWPVS PG x  PS CFJOH OFHBUJWF CPUI JO
GBWPVS PG y  OP PĊTFUUJOH PDDVST� JG UIFZ QPJOU JO EJĊFSFOU EJSFDUJPOT UIFO XF BMMPX
r2 UP XFJHI BHBJOTU r1 CVU OPU UP PVUXFJHI JU� 4P GPS FYBNQMF JG r1 CFJOH QPTJUJWF
QPJOUT JO GBWPVS PG x BOE r2 CFJOH OFHBUJWF QPJOUT JO GBWPVS PG y  UIFO r1 PĊTFU CZ r2
CFJOH BU MFBTU [FSP EPFT OPU QPJOU JO GBWPVS PG y �

��� " OBSSPX TPGU WJFX

* XJMM TUBSU XJUI UIF UZQF PG WJFX UIBU TUSJLFT NF BT UIF NPTU UIFPSFUJDBMMZ OBUVSBM PG UIF
POFT * XJMM DPOTJEFS� *U JT AOBSSPX� JO UIBU JU EFOJFT UIF /P %JĊFSFODF 7JFX BOE ATPGU�
JO UIBU JU BMMPXT FJUIFS PQUJPO JO $BTF ��� ɨF mSTU PG UIFTF GFBUVSFT XJMM SBJTF TPNF
IBDLMFT CVU BT * TVHHFTUFE JO TFDUJPO � UIF GBDU JT UIBU UIF /P %JĊFSFODF 7JFX JT
BXLXBSE UP FYQMBJO JO UIF DPOUFYU PG UIF "TZNNFUSZ BOE JG #PPOJO JT SJHIU OFFE OPU
CF EFGFOEFE� .FBOXIJMF BT * BSHVFE JO TFDUJPO ��� UIF ATPGU� WFSEJDU JT NPSF OBUVSBM
UIBO UIF AIBSE� POF JG 	BT * DMBJN
 "DU � JT QFSNJTTJCMF JO $BTF ���

4VQQPTF XF BSF DIPPTJOH CFUXFFO UXP VODFSUBJOUZ�GSFF PVSDPNFT x BOE y � *
TVHHFTU BUUFOEJOH UP UIF GPMMPXJOH GFBUVSFT PG UIF DBTF� 'JSTU UIFSF BSF OFDFTTBSZ QFPQMF
UIPTF XIP FYJTU JO CPUI x BOE y � *�MM MFU TOFD(x ) BOE TOFD(y ) EFOPUF UIF UPUBM XFMGBSF
PG UIF OFDFTTBSZ QFPQMF JO x BOE y SFTQFDUJWFMZ� 4FDPOE UIFSF BSF DPOUJOHFOU QFPQMF
UIF QFPQMF XIP FYJTU JO POMZ POF PQUJPO PS UIF PUIFS� *�MM BTTVNF UIBU UIF DPOUJOHFOU
QFPQMF JO x XIP IBWF HPPE MJWFT IBWF UPUBM XFMGBSF THPPE(x ) BOE UIPTF JO x XIP IBWF
CBE MJWFT IBWF UPUBM XFMGBSF TCBE(x )� TJNJMBSMZ GPS THPPE(y ) BOE TCBE(y )�

8F DBO OPX EFmOF UIF TUSFOHUI PG UIF SFBTPOT GPS DIPPTJOH x PWFS y UP CF

R(x/y ) = [(TOFD(x )�TOFD(y )) + (TCBE(x )�TCBE(y ))] PĊTFU CZ (THPPE(x )�THPPE(y )).

ɨF mSTU UFSN JO TRVBSF CSBDLFUT SFnFDUT JO UIF TJNQMFTU XBZ QPTTJCMF UIF CBMBODF PG
DPOTJEFSBUJPOT BCPVU UIF XFMGBSF PG OFDFTTBSZ QFPQMF BOE PG DPOUJOHFOU QFPQMF XJUI CBE
MJWFT� ɨJT UFSN JT BMTP FRVBM UP UIF EJĊFSFODF JO UIF UPUBM IBSN PG UIF UXP PVUDPNFT

��



BOE JG XF MFGU JU BU UIBU XF XPVME HFU UIF )BSN .JOJNJ[BUJPO 7JFX GPS QBJSXJTF
DIPJDFT B WJFX * CSJFnZ DPOTJEFSFE BOE SFKFDUFE BU UIF FOE PG TFDUJPO �� #VU XF BMTP
BMMPX UIFTF IBSN�CBTFE DPOTJEFSBUJPOT UP CF PĊTFU CZ UIF CBMBODF PG DPOTJEFSBUJPOT
BCPVU UIF XFMGBSF PG DPOUJOHFOU QFPQMF XJUI HPPE MJWFT�

* TIPVME OPX TUBUF IPX UIJT WJFX FYUFOET UP DBTFT PG VODFSUBJOUZ JO MJHIU PG UIF
4VQFSWFOJFODF ɨFPSFN� *O FBDI TUBUF FBDI BDU MFBET UP UIF FYJTUFODF PG TPNF OFDFTTBSZ
QFPQMF 	UIPTF XIP XPVME BMTP FYJTU JO UIBU TUBUF VOEFS UIF BMUFSOBUJWF BDU
 BOE TPNF
PUIFS DPOUJOHFOU QFPQMF 	UIPTF XIP XPVME OPU FYJTU JO UIBU TUBUF VOEFS UIF BMUFSOBUJWF
�
8F DBO UIVT JO HFOFSBM EFmOF TOFD(x ) UP CF UIF FYQFDUFE UPUBM XFMGBSF PG OFDFTTBSZ
QFPQMF VOEFS BDU x  BOE THPPE(x ) BOE TCBE(x ) UP CF UIF FYQFDUFE UPUBM XFMGBSF PG
DPOUJOHFOU QFPQMF XJUI HPPE MJWFT PS CBE MJWFT SFTQFDUJWFMZ� ɨF TBNF GPSNVMB GPS R JT
UIFO UIF BQQSPQSJBUF GPSNVMB GPS BMM QBJSXJTF DIPJDFT�

$PNCJOJOH UIJT GPSNVMB XJUI UIF CFBUQBUI WJFX BCPVU JOUSBOTJUJWJUZ XF PCUBJO
B WJFX UIBU WBMJEBUFT UIF "TZNNFUSZ JO CPUI UIF &YQFDUBUJPOBM BOE UIF (SPVQ�-FWFM
GPSNT BOE TBUJTmFT UIF $POEPSDFU $SJUFSJPO BOE UIF UISFF TVQFSWFOJFODF QSJODJQMFT�
*U BMTP BHSFFT XJUI &YQFDUFE 5PUBMJTN JO mYFE�QPQVMBUJPO DBTFT� *O GBDU TPNFUIJOH
TUSPOHFS JT USVF� RVJUF HFOFSBMMZ BOZ PQUJPO UIBU NBYJNJ[FT FYQFDUFE UPUBM XFMGBSF XJMM
CF VOEPNJOBUFE BOE UIFSFGPSF QFSNJUUFE� ɨJT OBSSPX TPGU WJFX DBO UIFO CF TFFO BT
B QFSNJTTJWF DPVTJO PG &YQFDUFE 5PUBMJTN UIBU JODPSQPSBUFT UIF "TZNNFUSZ BOE EFOJFT
UIF /P�%JĊFSFODF 7JFX��� ɨJT mUT XFMM XJUI UIF JEFB * TVHHFTUFE JO TFDUJPO ��� UIBU
FYQFDUFE UPUBM XFMGBSF NJHIU CF UIF SJHIU UIFPSZ PG JOTUSVNFOUBM WBMVF CVU OPU BMM
DPOTJEFSBUJPOT UIBU HSPVOE WBMVF GBDUT HFOFSBUF SFBTPOT XJUI SFRVJSJOH TUSFOHUI�

��� " OBSSPX IBSE WJFX

.Z TFDPOE FYBNQMF XJMM CF B UIFPSZ UIBU BHBJO EFOJFT UIF /P %JĊFSFODF 7JFX CVU
XIJDI JT AIBSE� JO UIF TFOTF PG SFRVJSJOH "DU � JO $BTF ��� 0G DPVSTF ).7 JT POF
TVDI UIFPSZ CVU * UBLF JU UP HJWF UIF XSPOH BOTXFS JO $BTF ���

* UIJT UJNF EFmOF

R(x/y ) =(TOFD(x )�TOFD(y ))
+
⇥
(TCBE(x )�TCBE(y )) PĊTFU CZ (THPPE(x )�THPPE(y ))

⇤
.

ɨJT JT KVTU MJLF UIF GPSNVMB PG TFDUJPO ��� CVU NPEJmFE TP UIBU OPX UIF CBMBODF PG
DPOTJEFSBUJPOT DPODFSOJOH DPOUJOHFOU QFPQMF XJUI HPPE MJWFT JT POMZ BMMPXFE UP PĊTFU
UIF CBMBODF PG DPOTJEFSBUJPOT DPODFSOJOH DPOUJOHFOU QFPQMF XJUI CBE POFT� JU EPFT OPU
JOUFSBDU JO UIF TBNF XBZ XJUI IBSNT PS CFOFmUT UP OFDFTTBSZ QFPQMF�

��0G DPVSTF UIJT QPJOU SFMJFT PO UIF XFJHIU XJUI XIJDI THPPE(x )�THPPE(y ) JT BMMPXFE UP PĊTFU UIF
PUIFS DPOTJEFSBUJPOT� 0OF DPVME GPS FYBNQMF PĊTFU CZ POF IBMG PG THPPE(x )� THPPE(y ) UP PCUBJO B
WJFX UIBU JT CPUI MFTT QFSNJTTJWF BOE MFTT TJNJMBS UP &YQFDUFE 5PUBMJTN� #VU UIJT WBSJBOU EFOJFT UIF
&YQFDUBUJPOBM BOE (SPVQ�-FWFM "TZNNFUSJFT BOE NBZ SVO JOUP PUIFS EJċDVMUJFT BT XFMM�

��



" EJĊFSFOU WFSTJPO PG UIF WJFX XPVME VTF THPPE(x ) UP PĊTFU TCBE(x ) BOE THPPE(y )
UP PĊTFU TCBE(y ) TFQBSBUFMZ� 5P TFF UIF TJHOJmDBODF PG UIJT DPOTJEFS UIF GPMMPXJOH DBTF�

$BTF ��� .JYFE "EEJUJPO �

"Ĕĥ Ǻ

&WF 5
$BJO �1
"CFM �

"Ĕĥ ǻ

&WF �
$BJO �
"CFM 5

"T *�WF EFmOFE R  "DU � JT JNQFSNJTTJCMF CFDBVTF THPPE(Act1) � THPPE(Act2) UIF
EJĊFSFODF CFUXFFO &WF�T XFMGBSF JO "DU � BOE "CFM�T JO "DU � JT [FSP BOE DBOOPU PĊTFU
UIF CBEOFTT PG $BJO�T MJGF� 0O UIF BMUFSOBUJWF XBZ PG PĊTFUUJOH UIF HPPEOFTT PG &WF�T
MJGF XPVME 	PO JUT PXO
 PĊTFU UIF CBEOFTT PG $BJO�T BOE FJUIFS BDU XPVME CF QFSNJTTJCMF�
* UIJOL UIBU FWFO JG POF EFOJFT UIF /P %JĊFSFODF 7JFX UIF NPSF QMBVTJCMF WFSEJDU
JT UIBU "DU � JT JNQFSNJTTJCMF 	BOE UIF UIFPSZ PG TFDUJPO ��� BHSFFT
� #VU UIJT LJOE PG
TVCUMFUZ IBT OPU BT GBS BT * LOPX CFFO EJTDVTTFE JO UIF MJUFSBUVSF�

ɨF FYUFOTJPO UP DBTFT PG VODFSUBJOUZ QSPDFFET JO UIF TBNF XBZ BT JO TFDUJPO ����
JO HFOFSBM XF EFmOF TOFD THPPE BOE TCBE UP CF UIF TIBSFT PG FYQFDUFE UPUBM XFMGBSF
BUUSJCVUBCMF UP UIF SFMFWBOU UZQFT PG QFPQMF� 4P JO HFOFSBM UIF HPWFSOJOH DPOTJEFSBUJPOT
BSF 	J
 EJĊFSFODFT JO UIF FYQFDUFE UPUBM XFMGBSF PG OFDFTTBSZ QFPQMF BOE 	JJ
 EJĊFSFODFT
JO UIF FYQFDUFE UPUBM XFMGBSF PG DPOUJOHFOU QFPQMF XJUI CBE MJWFT PĊTFU CZ EJĊFSFODFT
JO UIF FYQFDUFE UPUBM XFMGBSF PG DPOUJOHFOU QFPQMF XJUI HPPE POFT�

��� " XJEF IBSE WJFX

* OPX TUBUF UXP UIFPSJFT UIBU FOEPSTF UIF /P %JĊFSFODF 7JFX PG UIF OPO�JEFOUJUZ
QSPCMFN DMBJNJOH UIBU POF PVHIU UP DIPPTF "DU � PWFS "DU � JO $BTF �� "T * FYQMBJOFE
JO NZ EJTDVTTJPO PG UIBU DBTF POF XBZ PG JNQMFNFOUJOH UIF /P %JĊFSFODF 7JFX JT
UP DIPPTF B DPVOUFSQBSU SFMBUJPO CFUXFFO UIF JOEJWJEVBMT XIP FYJTU JO UIF SFMFWBOU
PVUDPNFT BOE UP VTF UIJT DPVOUFSQBSU SFMBUJPO JOTUFBE PG USBOTXPSME JEFOUJUZ JO BOBMZTJT�
TUBSUJOH GSPN UIF OBSSPX WJFXT BCPWF XF XPVME SFJOUFSQSFU AOFDFTTBSZ� QFPQMF BT UIPTF
XJUI DPVOUFSQBSUT BOE ADPOUJOHFOU� QFPQMF BT UIPTF XJUIPVU� *U�T OBUVSBM UP JOTJTU UIBU
UIF DPVOUFSQBSU SFMBUJPO CF TBUVSBUJOH 	UP VTF .FBDIBN�T UFSN
 QBJSJOH BT NBOZ QFPQMF
JO x UP QFPQMF JO y BT QPTTJCMF� ɨVT JG x BOE y IBWF UIF TBNF OVNCFS PG QFPQMF B
TBUVSBUJOH DPVOUFSQBSU SFMBUJPO XJMM EFmOF B CJKFDUJPO CFUXFFO UIFN�

"MUIPVHI * IBWF TPNF RVBMNT BCPVU .FBDIBN�T QBSUJDVMBS WJFX BCPVU UIF DPVOUFS�
QBSU SFMBUJPO 	QSJODJQBMMZ UIBU JU JT JODPOTJTUFOU PWFS UJNF
 * EP OP NFBO UP QSFTT UIFN
IFSF BOE TPNFPOF XIP MJLFT .FBDIBN�T WJFX DPVME DFSUBJOMZ DPNCJOF JU XJUI NZ
HFOFSBM GSBNFXPSL� * EP IPXFWFS XJTI UP QSPQPTF BO BMUFSOBUJWF UIBU TFFNT BU MFBTU
BT OBUVSBM 	BOE EPFTO�U TVĊFS GSPN UFNQPSBM JODPOTJTUFODZ
� DPOTJEFS BMM TBUVSBUJOH

��



DPVOUFSQBSU SFMBUJPOT UIBU FYUFOE USBOTXPSME JEFOUJUZ BOE QSPDFFE BT JG VOJGPSNMZ
VODFSUBJO XIJDI POF JT DPSSFDU�

8F DBO HFU BO FYQMJDJU GPSNVMB GPS R CZ DPNCJOJOH UIJT NPWF XJUI FJUIFS PG UIF
QSFWJPVT UXP AOBSSPX� WJFXT BOE * XJMM TJNQMZ TUBUF UIPTF GPSNVMBF XJUIPVU EFSJWJOH
UIFN BT * UIJOL UIFZ BSF GBJSMZ OBUVSBM JO UIFNTFMWFT� 8F OFFE B MJUUMF NPSF OPUBUJPO
IPXFWFS� * XJMM TVQQPTF 	XJUIPVU MPTT PG HFOFSBMJUZ
 UIBU PVUDPNF x IBT BU MFBTU BT
NBOZ QFPQMF BT PVUDPNF y � 4P TVQQPTF x IBT NDPO(x ) DPOUJOHFOU QFPQMF XJUI BWFSBHF
XFMGBSF WDPO(x ) BOE TP UPP y IBT NDPO(y ) XJUI BWFSBHF WDPO(y )� UIF OVNCFS PG FYDFTT
QFPQMF JO x JT NDPO(x )�NDPO(y )� 0G DPVSTF UIFTF AFYDFTT QFPQMF� BSF QVSFMZ TUBUJTUJDBM�
JU JT OPU UIBU TPNF QBSUJDVMBS DPOUJOHFOU QFPQMF DPVOU BT FYDFTT BOE PUIFST EPO�U�
/POFUIFMFTT JU JT OBUVSBM UP BUUSJCVUF UP UIFTF FYDFTT TUBUJTUJDBM QFPQMF UPUBM XFMGBSF
TFYD(x ) = (NDPO(x )�NDPO(y ))WDPO(x )� UP UIF PUIFS AOPO�FYDFTT� DPOUJOHFOU QFPQMF XF
DBO BUUSJCVUF UPUBM XFMGBSF T¬FYD(x ) = NDPO(y )WDPO(x ) BOE T¬FYD(y ) = NDPO(y )WDPO(y )
JO UIF DPSSFTQPOEJOH PVUDPNFT���

8F DBO OPX EFmOF UIF DBSEJOBM DIPJDF GVODUJPO R JO UIF GPMMPXJOH XBZ 	TUJMM PO
UIF TVQQPTJUJPO UIBU x IBT BU MFBTU BT NBOZ QFPQMF BT y 
�

R(x/y ) = (TOFD(x )�TOFD(y )) + (T¬FYD(x )�T¬FYD(y ))
+TFYD(x ) JG TFYD(x ) JT OFHBUJWF.

ɨVT OPO�FYDFTT DPOUJOHFOU QFPQMF BSF USFBUFE PO B QBS XJUI OFDFTTBSZ QFPQMF BOE
FYDFTT DPOUJOHFOU QFPQMF POMZ NBLF B EJĊFSFODF JOTPGBS BT UIFJS UPUBM XFMGBSF JT OFHBUJWF�
"MUIPVHI * IBWF OPU PWFSUMZ VTFE UIF JEFB UIBU BEEJUJPOBM HPPE MJWFT DBO PĊTFU BEEJUJPOBM
CBE POFT MFBEJOH UP UIF (SPVQ�-FWFM "TZNNFUSZ UIJT IBQQFOT BVUPNBUJDBMMZ IFSF
CFDBVTF XF BMXBZT DPOTJEFS UIF BWFSBHF XFMGBSF PG DPOUJOHFOU QFPQMF� 0O UIF PUIFS
IBOE UIJT WJFX JT TUJMM AIBSE� JO UIBU JU SFRVJSFT "DU � JO $BTF ���

5P FYUFOE UIJT UIFPSZ UP IBOEMF VODFSUBJOUZ JO MJOF XJUI UIF 4VQFSWFOJFODF ɨFPSFN
XF TIPVME BT JO NZ EJTDVTTJPO PG UIF QSFDFEJOH WJFXT JOUFSQSFU TOFD JO HFOFSBM BT UIF
FYQFDUFE UPUBM XFMGBSF PG UIF OFDFTTBSZ QFPQMF JO x � 8F TIPVME BMTP JOUFSQSFU NDPO JO
HFOFSBM BT UIF FYQFDUFE OVNCFS PG DPOUJOHFOU QFPQMF� ɨF OVNCFS PG FYDFTT TUBUJTUJDBM
MJWFT JT TUJMM NDPO(x )�NDPO(y ) TVQQPTJOH UIBU UIJT JT QPTJUJWF� WDPO JT OPU BT POF NJHIU
HVFTT UIF FYQFDUFE BWFSBHF XFMGBSF PG DPOUJOHFOU QFPQMF CVU XIBU * XJMM DBMM UIFJS
FY BOUF BWFSBHF XFMGBSF� UIF FYQFDUFE UPUBM XFMGBSF PG DPOUJOHFOU QFPQMF EJWJEFE CZ
UIFJS FYQFDUFE OVNCFS� 8F DBO UIFO EFmOF TFYD BOE T¬FYD JO UIF TBNF XBZ BT CFGPSF
SFQSFTFOUJOH UIF TIBSFT PG UPUBM FYQFDUFE XFMGBSF BUUSJCVUBCMF UP FYDFTT BOE OPO�FYDFTT
CVU DPOUJOHFOU TUBUJTUJDBM MJWFT�

ɨF GPSNVMB GPS R UIVT DPNCJOFT UIF GPMMPXJOH LFZ DPOTJEFSBUJPOT�
�� %JĊFSFODFT JO UIF FYQFDUFE UPUBM XFMGBSF PG OFDFTTBSZ QFPQMF�

��*O TUBUJOH UIFTF EFmOJUJPOT VTJOH BWFSBHF XFMGBSF * SVO JOUP UIF PCKFDUJPO UIBU JG UIFSF BSF OP
DPOUJOHFOU QFPQMF UIFO UIFJS BWFSBHF XFMGBSF JT VOEFmOFE� *O UIBU DBTF POF IBT JOTUFBE TFYD(x ) =
TFYD(y ) = T¬FYD(x ) = T¬FYD(y ) = 0�

��



�� %JĊFSFODFT JO FYQFDUFE UPUBM XFMGBSF BUUSJCVUBCMF UP OPO�FYDFTT DPOUJOHFOU
QFPQMF�

�� ɨF CBEOFTT PG FYDFTT TUBUJTUJDBM MJWFT�

��� " XJEF TPGU WJFX

'JOBMMZ XF DBO NPEJGZ UIF QSFWJPVT WJFX UP PCUBJO B ATPGU� UIFPSZ JG XF TJNQMZ MFU UIF
XFMGBSF PG FYDFTT DPOUJOHFOU MJWFT PĊTFU PUIFS DPOTJEFSBUJPOT� "HBJO TVQQPTJOH UIBU
x IBT BU MFBTU BT NBOZ QFPQMF BT y 	PS VOEFS VODFSUBJOUZ BU MFBTU BT NBOZ FYQFDUFE
QFPQMF


R(x/y ) = (TOFD(x )�TOFD(y )) + (T¬FYD(x )�T¬FYD(y ))
+TFYD(x ) JG TFYD(x ) JT OFHBUJWF
PS PĊTFU CZ TFYD(x ) JG TFYD(x ) JT QPTJUJWF.

ɨF JOUFSQSFUBUJPO PG UIJT GPSNVMB JO UIF QSFTFODF PG VODFSUBJOUZ XPSLT KVTU BT JO TFDUJPO
���� *O PUIFS XPSET XF TJNQMZ BEE UP UIF MJTU PG UISFF DPOTJEFSBUJPOT B GPVSUI�

�� " QPUFOUJBM PĊTFU CZ UIF HPPEOFTT PG FYDFTT TUBUJTUJDBM MJWFT�
8JUI B MJUUMF UIPVHIU POF DBO TFF UIBU UIJT WJFX MJLF UIF PUIFS TPGU WJFX PG TFDUJPO ���
BMXBZT QFSNJUT BDUJPOT UIBU NBYJNJ[F FYQFDUFE UPUBM XFMGBSF� *U DBO UIFSFGPSF CF TFFO
BT B NPEJmDBUJPO PG &YQFDUFE 5PUBMJTN UP JODPSQPSBUF UIF QFSNJTTJPO DMBJNFE JO UIF
TFDPOE DMBVTF PG UIF "TZNNFUSZ XIJMF TUJMM NBJOUBJOJOH UIF /P %JĊFSFODF 7JFX�

��� $IPJDF 1PJOUT

"U MFBTU BT JNQPSUBOU BT IBWJOH B GFX QSFDJTFMZ TUBUFE WJFXT PO UIF UBCMF * IPQF *�WF
NBEF JU DMFBS IPX POF DPVME USZ UP HFOFSBUF BMUFSOBUJWFT�

'JSTU POF NJHIU USZ UP mOE BMUFSOBUJWFT UP NZ LFZ BYJPNT 1FSTPOXJTF 4VQFSWF�
OJFODF 4UBUFXJTF 4VQFSWFOJFODF BOE 4DBMF *OWBSJBODF GPS IBOEMJOH VODFSUBJOUZ� #VU *
UIJOL BMM PG UIFTF BYJPNT BSF QMBVTJCMF GPS B UIFPSZ PG JNQBSUJBM CFOFmDFODF BOE EFOZJOH
4UBUFXJTF 4VQFSWFOJFODF JO QBSUJDVMBS SBJTFT UIF QSPCMFN PG EFTJHOBUJPO�EFQFOEFODF
EJTDVTTFE JO TFDUJPO ����

4FDPOE *�WF QSPQPTFE VTJOH UIF CFBUQBUI $POEPSDFU WPUJOH NFUIPE CVU POF DPVME
DPOTJEFS PUIFS WPUJOH NFUIPET 	* NFOUJPOFE 4DIXBSU[ 3BOLFE 1BJST BOE WBSJPVT
LJOET PG VODPWFSFE DIPJDF BT PCWJPVT DBOEJEBUFT
� 0OF DPVME BMTP QVSTVF B DPNQMFUFMZ
EJĊFSFOU TUSBUFHZ GPS EFBMJOH XJUI NVMUJ�PQUJPO DIPJDFT UIPVHI * XPVME CF MPBUI UP
HJWF VQ UIF $POEPSDFU $SJUFSJPO�

'JOBMMZ XF DBO BSHVF BCPVU QBJSXJTF WFSEJDUT JO VODFSUBJOUZ�GSFF PS POF�QFSTPO
QBJSXJTF DPNQBSJTPOT BOE IPX UP JNQMFNFOU UIFN� 0G QBSUJDVMBS TJHOJmDBODF IFSF
BSF DIPJDFT BCPVU XIBU UP TBZ BCPVU OPO�JEFOUJUZ DBTFT BOE DPTUMZ DSFBUJPO DBTFT PS
BCPVU UIFJS BOBMPHVFT JO POF�QFSTPO DBTFT�

��



� &YUJODUJPO 3JTL 3FWJTJUFE
* CFHBO XJUI TPNF SFNBSLT DPODFSOJOH UIF FYUJODUJPO PG IVNBOJUZ UIBU NBLF WJWJE
UIF TUBLFT JOWPMWFE JO QPQVMBUJPO FUIJDT BOE UIF JNQPSUBODF PG EFWFMPQJOH TZTUFNBUJD
UIFPSJFT BCPVU XIBU XF PVHIU UP EP VOEFS VODFSUBJOUZ� #Z XBZ PG DPODMVTJPO MFU NF
SFUVSO UP B TUZMJTFE WFSTJPO PG UIF FYUJODUJPO TDFOBSJP UP JMMVTUSBUF XIFSF XF IBWF FOEFE
VQ�

5P DPOTUSVDU BO JOUFSFTUJOH CVU USBDUBCMF DBTF * XJMM UIJOL PG B HSFBU GVUVSF BT
DPOUBJOH TPNF IVHF OVNCFS PG IVNBO MJWFT�TBZ 1020�BMM PG XIJDI BSF XFMM XPSUI
MJWJOH� "O FYUJODU GVUVSF XJMM CF POF XJUI OP GVUVSF IVNBO MJWFT BU BMM BOE * XJMM BMTP
DPOTJEFS B ESBC GVUVSF XJUI KVTU BT NBOZ QFPQMF BT B HSFBU POF CVU PO BWFSBHF CBSFMZ
XPSUI MJWJOH� $POTJEFS UIFO UISFF PQUJPOT�

	"
 .BJOUBJO UIF TUBUVT RVP � MFBEJOH UP B HSFBU GVUVSF XJUI IJHI QSPCBCJMJUZ PS UP
B ESBC GVUVSF PS BO FYUJODU 'VUVSF XJUI FRVBM MPX QSPCBCJMJUJFT�

	#
 3FNPWF FYUJODUJPO SJTL � SFQMBDJOH UIF FYUJODU GVUVSF XJUI B HSFBU POF BU TPNF
DPTU UP QSFTFOU QFPQMF�

	$
 $IBOHF USBKFDUPSZ � SFQMBDJOH UIF ESBC GVUVSF XJUI B HSFBU POF BU UIF TBNF DPTU
UP QSFTFOU QFPQMF�

5P LFFQ UIF BOBMZTJT WFSZ TJNQMF MFU NF NBLF TPNF GVSUIFS BTTVNQUJPOT�
⇤ "TTVNF UIBU PQUJPOT # BOE $ IBWF UIF TBNF FYQFDUFE UPUBM XFMGBSF BOE UIF

QSPCBCJMJUJFT BSF TVDI UIBU # BOE $ XPVME CF QFSNJTTJCMF BOE " XPVME CF
JNQFSNJTTJCMF CZ UIF MJHIUT PG &YQFDUFE 5PUBMJTN�
⇤ "TTVNF UIBU UIF QPTTJCMF ESBC GVUVSF VOEFS " BOE # XPVME DPOUBJO DPNQMFUFMZ

EJĊFSFOU QFPQMF GSPN UIF HSFBU GVUVSF XJUI XIJDI $ XPVME SFQMBDF JU� 	#VU
PUIFSXJTF UIF JEFOUJUJFT PG GVUVSF QFPQMF BSF VOBĊFDUFE�

⇤ "TTVNF UIBU UIF QPTTJCMF ESBC GVUVSFT DPOUBJO B NJY PG HPPE BOE CBE MJWFT BOE

UIBU UIF FYQFDU UPUBM XFMGBSF PG UIF CBE MJWFT FYDFFET BOZ DPTUT UP QSFTFOU QFPQMF�
'PS UIF MBTU QPJOU OPUF UIBU B ESBC GVUVSF DPVME DPOUBJO WBTUMZ NPSF CBE MJWFT UIBO
UIFSF BSF QSFTFOU QFPQMF FWFO JG UIFZ GPSN POMZ B UJOZ QSPQPSUJPO PG UIF UPUBM�

8IBU EP UIF WJFXT * EFWFMPQFE JO TFDUJPO � TBZ BCPVU UIJT DIPJDF ɨF OBSSPX TPGU
WJFX PG TFDUJPO ��� SFHBSET # BOE $ BT QFSNJTTJCMF VOEPNJOBUFE PQUJPOT TJODF UIFZ
BSF QFSNJTTJCMF CZ UIF MJHIUT PG &YQFDUFE 5PUBMJTN� *U JT BMTP QFSNJTTJCMF UP DIPPTF "
PWFS # TJODF " IBT UIF BEWBOUBHF XJUI SFTQFDU UP UIF XFMGBSF PG OFDFTTBSZ QFPQMF BOE
OFWFS DSFBUFT DPOUJOHFOU QFPQMF� #VU CFDBVTF PG UIF BTTVNQUJPO BCPVU UIF CBE MJWFT JO
UIF ESBC GVUVSF VOEFS " POF PVHIU UP DIPPTF $ PWFS "� 4P XIFO BMM UISFF PQUJPOT BSF
BWBJMBCMF CFBUQBUI SVMFT " JNQFSNJTTJCMF�

ɨF OBSSPX IBSE WJFX EFTDSJCFE JO TFDUJPO ��� HJWFT TMJHIUMZ EJĊFSFOU BOTXFST�
$IBSBDUFSJTUJDBMMZ GPS B IBSE WJFX JU SFDPHOJ[FT TUSPOH SFBTPOT UP DIPPTF " PWFS # TJODF

��



# JOWPMWFT DPTUT UP OFDFTTBSZ QFPQMF� 8IFO XF GPDVT PO B QBJSXJTF DIPJDF CFUXFFO #
PS $ FJUIFS XPVME CF QFSNJTTJCMF� 8IFO XF GPDVT PO B QBJSXJTF DIPJDF CFUXFFO " PS
$ UIF WJFX BHBJO SFRVJSFT $ PWFS " CFDBVTF PG UIF CBE MJWFT JO UIF ESBC GVUVSF� $
UIFO JT UIF CFBUQBUI�CFTU PQUJPO�

0O UIF XJEF IBSE WJFX PG TFDUJPO ��� UIFSF JT TUSPOH SFBTPO JO GBWPVS PG " PWFS #
BHBJO CFDBVTF # JOWPMWFT DPTUT UP OFDFTTBSZ QFPQMF� 8IFO XF MPPL BU " BOE $ UIFSF JT
QPUFOUJBMMZ FWFO TUSPOHFS SFBTPO JO GBWPVS PG $� ɨJT JT UIF WFSEJDU PG 4BNF &YQFDUFE
/VNCFS 5PUBMJTN� 'JOBMMZ PVU PG # BOE $ $ JODSFBTFT UIF FY BOUF BWFSBHF XFMGBSF
PG DPOUJOHFOU QFPQMF HJWJOH TUSPOH SFBTPO JO GBWPVS PG $� ɨVT $ JT UIF $POEPSDFU
XJOOFS BOE UIFSFGPSF UIF CFBUQBUI�CFTU PQUJPO�

0O UIF XJEF TPGU WJFX PG TFDUJPO ��� IPXFWFS CPUI UIF SFBTPO UP DIPPTF " PWFS
# BOE UIF SFBTPO UP DIPPTF $ PWFS # BSF GVMMZ PĊTFU CZ UIF FYDFTT HPPE MJWFT JO #� #VU
UIFSF JT TUJMM TUSPOH SFBTPO UP DIPPTF $ PWFS "� 8IFO BMM UISFF PQUJPOT BSF BWBJMBCMF
UIFO CFBUQBUI EFDMBSFT UIBU # BOE $ BSF UIF QFSNJTTJCMF PQUJPOT�

8IBU UP NBLF PG UIJT ɨF NBJO UIJOH UIBU JT OFX IFSF JT UIBU XF IBWF UIF SFTPVSDFT
UP EP UIF BOBMZTJT QSPQFSMZ VTJOH UIFPSJFT UIBU WBMJEBUF UIF "TZNNFUSZ CVU BMTP UBLF
VODFSUBJOUZ GVMMZ JOUP BDDPVOU� 0O UIF TVCTUBOUJWF JTTVFT UIF HFOFSBM MFBO PG UIFTF
UIFPSJFT BHBJOTU # JT VOTVSQSJTJOH HJWFO UIF "TZNNFUSZ� "MUIPVHI TPNF PG UIF WJFXT
QFSNJU # JU XPVME CF EJċDVMU UP UXFBL UIF DBTF JO TVDI B XBZ UIBU BOZ PG UIFN XPVME
SFRVJSF JU� .PSF TVSQSJTJOH JT UIBU BMM GPVS WJFXT SFKFDU PQUJPO " BU MFBTU VOEFS TPNF
SFBTPOBCMF BTTVNQUJPOT BCPVU IPX UIF ESBC GVUVSF QMBZT PVU� 	#VU JO TFDUJPO ��� *
NFOUJPOFE BOE UFOUBUJWFMZ SFKFDUFE BO BMUFSOBUJWF XBZ JO XIJDI B OBSSPX IBSE WJFX
DPVME CF JNQMFNFOUFE� PO UIJT BMUFSOBUJWF PQUJPO " JT SFRVJSFE�
 * mOE UIJT GBDU
QBSUJDVMBSMZ TVSQSJTJOH JO UIF DPOUFYU PG UIF OBSSPX TPGU WJFX TJODF JU JT JOUVJUJWFMZ UIF
NPTU QFSNJTTJWF PG UIF GPVS� *U TUJMM SFDPHOJ[FT UIF HSFBU JNQPSUBODF PG UIF MPOH�UFSN
GVUVSF�

"QQFOEJY� ǰF 4VQFSWFOJFODF ǰFPSFN
5P EFWFMPQ UIF 4VQFSWFOJFODF ɨFPSFN JOUP B GPSNBM SFTVMU * VTF B WFSTJPO PG 4BWBHF�T
EFDJTJPO�UIFPSFUJD GSBNFXPSL JO XIJDI UIF PCKFDUT PG DIPJDF ABDUT� BSF NPEFMMFE
BT GVODUJPOT GSPN ATUBUFT� UP APVUDPNFT�� * XJMM NBLF UIF XFMGBSJTU BTTVNQUJPO UIBU
PVUDPNFT BSF BEFRVBUFMZ EFTDSJCFE CZ XFMGBSF EJTUSJCVUJPOT�

'PSNBMMZ MFU B TUBUF TQBDF CF B mOJUF TFU S XJUI B QSPCBCJMJUZ NFBTVSF 1SS  XIJDI * XJMM
SFRVJSF UP UBLF SBUJPOBM OVNCFST BT WBMVFT��� -FUW CF B TFU PG XFMGBSF MFWFMT JODMVEJOH

��ɨF SBUJPOBMJUZ BTTVNQUJPO JT POMZ TUSJDUMZ SFRVJSFE GPS UIF QBSU PG UIF 4VQFSWFOJFODF ɨFPSFN UIBU
EFBMT XJUI VODFSUBJOUZ�GSFF DBTFT� 0OF DPVME SFQMBDF UIF BTTVNQUJPO XJUI BO BQQSPQSJBUF DPOUJOVJUZ
BYJPN� #VU UIF CBTJD QPJOU JT UIBU JG UXP QMBVTJCMF WJFXT BHSFF BCPVU SBUJPOBM�QSPCBCJMJUZ DBTFT UIFO
UIFZ QSFTVNBCMZ BHSFF JO HFOFSBM� " TJNJMBS QPJOU KVTUJmFT NZ GPDVT PO mOJUF TUBUF TQBDFT BMUIPVHI POF
DPVME BEBQU NPTU PG UIF EJTDVTTJPO UP BSCJUSBSZ QSPCBCJMJUZ TQBDFT�

��



UIF QPTTJCJMJUZ ⌦ 2W PG OPO�FYJTUFODF� " QPQVMBUJPO I JT B mOJUF TFU 	JOUFSQSFUFE BT B
TFU PG QPTTJCMF QFPQMF
� HJWFO I B XFMGBSF EJTUSJCVUJPO JT BOZ GVODUJPO GSPN I UPW���

ɨVT HJWFO B TUBUF TQBDF S BOE B QPQVMBUJPO I BO BDU x CBTFE PO S BOE I JT B
GVODUJPO PO S XIPTF WBMVFT BSF GVODUJPOT GSPN I UPW� x (s )(i ) JT UP CF JOUFSQSFUFE BT
UIF XFMGBSF MFWFM JODMVEJOH QPTTJCMZ OPO�FYJTUFODF BUUBJOFE CZ QFSTPO i JO TUBUF s JG x
JT DIPTFO� "O PQUJPO TFU CBTFE PO S BOE I JT B UVQMF x = (x1, . . . , xn) PG TVDI BDUT� 'SPN
OPX PO mY BO JOUFHFS n > 1 BOE DPOTJEFS POMZ PQUJPO TFUT XJUI n PQUJPOT�

1VUUJOH UIJT BMM UPHFUIFS B TDFOBSJP (S , I, x ) DPOTJTUT PG B TUBUF TQBDF S XJUI JUT
QSPCBCJMJUZ NFBTVSF 1SS JNQMJDJU B QPQVMBUJPO I BOE BO PQUJPO TFU x CBTFE PO S BOE
I� " DIPJDF GVODUJPO C JT B GVODUJPO NBQQJOH FBDI TDFOBSJP (S ,1SS , x ) UP B TVCTFU PG
{1, . . . , n}� UIF JOUFSQSFUBUJPO JT UIBU xk JT B QFSNJTTJCMF DIPJDF JO UIJT TDFOBSJP JG BOE
POMZ JG k 2 C (S ,1SS , x )�

/PX * UVSO UP GPSNBMJTJOH UIF TVQFSWFOJFODF QSJODJQMFT� 4BZ UIBU TDFOBSJPT (S , I, x )
BOE (S 0, I, x 0) XJUI UIF TBNF QPQVMBUJPO BSF QFSTPOXJTF FRVJWBMFOU JG GPS FWFSZ i 2 I
BOE FWFSZ n�UVQMF (w1, . . . , wn) 2Wn UIF QSPCBCJMJUZ PG UIF XPSME CFJOH TVDI UIBU i
XPVME HFU w1 VOEFS UIF mSTU BDU CVU w2 VOEFS UIF TFDPOE BOE TP PO JT UIF TBNF JO
FBDI TDFOBSJP� 'PSNBMMZ UIF DPOEJUJPO JT�

1SS{s 2 S : 8k 2 {1, . . . , n}, xk (s )(i ) = wk}
= 1SS 0{s 2 S 0 : 8k 2 {1, . . . , n}, x 0k (s )(i ) = wk}.

4JNJMBSMZ TBZ UIBU TDFOBSJPT (S , I, x ) BOE (S , I0, x 0) IFSF XJUI UIF TBNF TUBUF TQBDF BSF
TUBUFXJTF FRVJWBMFOU JG GPS FBDI s 2 S BOE FBDI n�UVQMF (w1, . . . , wn) 2Wn  UIF OVNCFS
PG QFPQMF XIP JO TUBUF s  XPVME HFU w1 VOEFS UIF mSTU BDU CVU w2 VOEFS UIF TFDPOE
BOE TP PO JT UIF TBNF JO FBDI TDFOBSJP� 'PSNBMMZ UIF DPOEJUJPO JT

#{i 2 I : 8k 2 {1, . . . , n}, xk (s )(i ) = wk}
= #{i 2 I0 : 8k 2 {1, . . . , n}, x 0k (s )(i ) = wk}.

ɨF mSTU UXP TVQFSWFOJFODF QSJODJQMFT UIFO SFBE�

1FSTPOXJTF 4VQFSWFOJFODF� ɨF DIPJDF GVODUJPO UBLFT UIF TBNF WBMVF PO TDFOBSJPT
UIBU BSF QFSTPOXJTF FRVJWBMFOU�

4UBUFXJTF 4VQFSWFOJFODF� ɨF DIPJDF GVODUJPO UBLFT UIF TBNF WBMVF PO TDFOBSJPT UIBU
BSF TUBUFXJTF FRVJWBMFOU�

/FYU TBZ UIBU (S , I, x ) JT B TDBMJOH PG (S , I0, x 0) JG GPS TPNF OBUVSBM OVNCFS N  UIFSF JT
BO N �UP�1 GVODUJPO f GSPN I POUP I0 TVDI UIBU x 0(s )( f (i )) = x (s )(i ) GPS BMM s 2 S BOE
i 2 I� * XJMM TBZ UIBU UXP TDFOBSJPT BSF SFMBUFE CZ TDBMJOH JG POF JT B TDBMJOH PG UIF PUIFS�

��ɨF SFTUSJDUJPO UP mOJUF QPQVMBUJPOT JT OFDFTTBSZ UP BWPJE UIF XFMM�LOPXO QSPCMFNT PG JOmOJUBSZ
FUIJDT BOE EFDJTJPO UIFPSZ�

��



4DBMF *OWBSJBODF� ɨF DIPJDF GVODUJPO UBLFT UIF TBNF WBMVF PO TDFOBSJPT UIBU BSF
SFMBUFE CZ TDBMJOH�

'JOBMMZ UP TUBUF UIF 4VQFSWFOJFODF ɨFPSFN TBZ UIBU B TDFOBSJP (S , I, x ) JT POF�
QFSTPO JG #I = 1 BOE VODFSUBJOUZ�GSFF JG #S = 1� *U JT BMTP DPOWFOJFOU UP TBZ UIBU UIF
TDFOBSJP JT VOBOJNPVT JG JU JT B TDBMJOH PG B POF�QFSTPO TDFOBSJP� UIJT JT JO GBDU UIF POMZ
DBTF JO XIJDI XF OFFE 4DBMF *OWBSJBODF� 6OBOJNJUZ JT FRVJWBMFOU UP UIF DPOEJUJPO UIBU
xk (s )(i ) = xk (s )( j ) GPS BMM k 2 {1, . . . , n} s 2 S  BOE i , j 2 I�
ǰFPSFN � 	4VQFSWFOJFODF ɨFPSFN
� 4VQQPTF B DIPJDF GVODUJPO C TBUJTmFT 1FSTPOXJTF
4VQFSWFOJFODF 4UBUFXJTF 4VQFSWFOJFODF BOE 4DBMF *OWBSJBODF�

�� C JT EFUFSNJOFE CZ JUT WBMVFT PO UIF DMBTT PG POF�QFSTPO TDFOBSJPT�
�� C JT EFUFSNJOFE CZ JUT WBMVFT PO UIF DMBTT PG VODFSUBJOUZ�GSFF TDFOBSJPT�

1SPPG� $POTJEFS BO BSCJUSBSZ TDFOBSJP (S , I, x )� ɨF TUSBUFHZ JT UP DPOTUSVDU GSPN JU
B POF�QFSTPO TDFOBSJP BT XFMM BT BO VODFSUBJOUZ�GSFF TDFOBSJP PO XIJDI UIF DIPJDF
GVODUJPO NVTU UBLF UIF TBNF WBMVF� -FU NF CFHJO CZ TUBUJOH XIBU UIFTF TDFOBSJPT BSF�

-FU T = {(s , i ) : s 2 S , i 2 I} FRVJQQFE XJUI UIF QSPCBCJMJUZ NFBTVSF 1ST {(s , i )} =
1SS{s}/#I� $IPPTF TPNF POF�FMFNFOU TFU {⇤} BOE EFmOF B POF�QFSTPO TDFOBSJP
(T,{⇤}, y ) CZ QVUUJOH yk (s , i )(⇤) := xk (s )(i )� ɨF mSTU DMBJN JT NPSF TQFDJmDBMMZ

C (S , I, x ) = C (T,{⇤}, y ).

4FDPOE MFU M CF UIF MFBTU DPNNPO EFOPNJOBUPS PG UIF SBUJPOBM OVNCFST 1SS{s}
GPS s 2 S � %FmOF J := {(s , i , m) : s 2 S , i 2 I, m 2 {1, . . . , M }}� 8F DBO EFmOF BO
VODFSUBJOUZ�GSFF TDFOBSJP ({⇤},J, z ) CZ QVUUJOH zk (⇤)(s , i , m) := xk (s )(i )� ɨF TFDPOE
DMBJN JT NPSF TQFDJmDBMMZ

C (S , I, x ) = C ({⇤},J, z ).

/PX UP XBSN VQ MFU NF QPJOU PVU UXP UZQJDBM XBZT PG BQQMZJOH UIF TVQFSWFOJFODF
QSJODJQMFT� 4VQQPTF mSTU UIBU XF IBWF B GVODUJPO ⌧ : S ! ⌃ XIFSF ⌃ JT UIF HSPVQ PG
QFSNVUBUJPOT PG I� %FmOF B OFX TDFOBSJP (S , I, x 0) CZ QVUUJOH x 0k (s )(i ) := xk (s )(⌧(s )i )�
ɨFO JU JT FBTZ UP TFF UIBU (S , I, x 0) JT TUBUFXJTF FRVJWBMFOU UP (S , I, x ) BOE * XJMM TBZ UIBU
UIF GPSNFS JT B TUBUFXJTF QFSNVUBUJPO PG UIF MBUUFS XJUI SFTQFDU UP ⌧�

4FDPOE TVQQPTF UIBU XF IBWF BOPUIFS TUBUF TQBDF S 0 XJUI QSPCBCJMJUZ NFBTVSF 1SS 0 �
-FU R CF UIF TFU PG BMM QSPCBCJMJUZ QSFTFSWJOH GVODUJPOT f : S 0 ! S  NFBOJOH UIBU GPS
BOZ s 2 S  1SS 0 f �1(s ) = 1SS{s}� 4VQQPTF XF IBWF B GVODUJPO r : I! R � %FmOF B OFX
TDFOBSJP (S 0, I, x 0) CZ QVUUJOH x 0k (s )(i ) = xk (r (i )(s ))(i ) GPS BMM k 2 {1, . . . , n} s 2 S 0
BOE i 2 I� ɨFO JU JT FBTZ UP TFF UIBU (S 0, I, x 0) JT QFSTPOXJTF FRVJWBMFOU UP (S , I, x ) BOE
* XJMM TBZ UIBU UIF GPSNFS JT B QFSTPOXJTF SFmOFNFOU PG UIF MBUUFS XJUI SFTQFDU UP r �

5P BQQMZ UIFTF JEFBT MFU S 0 CF UIF TFU PG BMM QBJST (s ,� )XJUI s 2 S BOE � 2 ⌃� %FmOF
B QSPCBCJMJUZ NFBTVSF PO S 0 CZ UIF SVMF UIBU 1SS 0{(s ,� )} := 1

#⌃1SS{s} BOE EFmOF B

��



TDFOBSJP (S 0, I, x 0) CZ QVUUJOH x 0k (s ,� )(i ) := xk (s )(i )� ɨFO (S 0, I, x 0) JT B QFSTPOXJTF
SFmOFNFOU PG (S , I, x ) XJUI SFTQFDU UP UIF GVODUJPO r (i )(s ,� ) := s � 4P 1FSTPOXJTF
4VQFSWFOJFODF FOUBJMT C (S 0, I, x 0) = C (S , I, x )�

/FYU EFmOF B TDFOBSJP (S 0, I, x 00) CZ x 00k (s ,� )(i ) := x 0k (s ,� )(� i ) = xk (s )(� i )� ɨJT
UJNF (S 0, I, x 00) JT B TUBUFXJTF QFSNVUBUJPO PG (S 0, I, x 0) XJUI SFTQFDU UP UIF GVODUJPO
⌧(s ,� )(i ) = � i � 4P 4UBUFXJTF 4VQFSWFOJFODF FOUBJMT C (S 0, I, x 00) = C (S 0, I, x 0)�

/FYU mY TPNF JOEJWJEVBM j 2 I BOE EFmOF B TDFOBSJP (S 0, I, x 000) CZ QVUUJOH

x 000k (s ,� )(i ) := x 00k (s ,� )( j ) = xk (s )(� j ).

'PS FBDI i 2 I DIPPTF TPNF �i 2 ⌃ XJUI �i i = j � ɨFO XF IBWF x 000k (s ,� )(i ) =
x 00k (s ,��i )(i ) TP UIBU (S 0, I, x 000) JT B QFSTPOXJTF SFmOFNFOU PG (S 0, I, x 00) XJUI SFTQFDU
UP UIF NBQ r EFmOFE CZ r (i )(s ,� ) := (s ,��i )� 4P CZ 1FSTPOXJTF 4VQFSWFOJFODF
C (S 0, I, x 000) = C (S 0, I, x 00)�

/PX (S 0, I, x 000) JT B VOBOJNPVT TDFOBSJP� TQFDJmDBMMZ JU JT B TDBMJOH PG UIF POF�
QFSTPO TDFOBSJP (S 0,{⇤}, y 0) EFmOFE CZ y 0k (s ,� )(⇤) := x 000k (s ,� )( j ) = xk (s )(� j )� ɨFSF�
GPSF CZ 4DBMF *OWBSJBODF C (S 0,{⇤}, y 0) = C (S 0, I, x 000)� "T B mOBM TUFQ OPUF UIBU
(S 0,{⇤}, y 0) JT B QFSTPOXJTF SFmOFNFOU PG (T,{⇤}, y ) XJUI SFTQFDU UP r (⇤)(s ,� ) :=
(s ,� j )� "QQMZJOH 1FSTPOXJTF 4VQFSWFOJFODF BOE DPNCJOJOH UIF DBMDVMBUJPOT TP GBS
XF mOE C (S , I, x ) = C (T,{⇤}, y ) BT DMBJNFE�

/PX GPS UIF TFDPOE DPOTUSVDUJPO� ɨF mSTU DPOTUSVDUJPO BQQMJFE UP ({⇤},J, z )
JOTUFBE PG (S , I, x ) ZJFMET C ({⇤},J, z ) = C (T 0,{⇤}, y 0) XIFSF T 0 := {(⇤, s , i , m) :
s 2 S , i 2 I, m 2 {1, . . . , N }} BOE y 0k (⇤, s , i , m)(⇤) := zk (⇤)(s , i , m) = xk (s )(i )� ɨF
QSPCBCJMJUZ NFBTVSF PO T 0 JT HJWFO CZ 1ST 0{(⇤, s , i , m)} := 1/#J� #VU (T 0,{⇤}, y 0) JT
B QFSTPOXJTF SFmOFNFOU PG (T,{⇤}, y ) XJUI SFTQFDU UP r (⇤)(⇤, s , i , m) := (s , i )� 4P CZ
1FSTPOXJTF 4VQFSWFOJFODF C ({⇤},J, z ) = C (T,{⇤}, y ) = C (S , I, x ) BT DMBJNFE�

3FGFSFODFT
#PPOJO %� 	����
� ǲF /PO�*EFOUJUZ 1SPCMFN BOE UIF &UIJDT PG 'VUVSF 1FPQMF� 061

0YGPSE /FX :PSL /:�

#PTUSPN /� 	����
� "TUSPOPNJDBM XBTUF� ɨF PQQPSUVOJUZ DPTU PG EFMBZFE UFDIOPMPHJ�
DBM EFWFMPQNFOU� 6UJMJUBT ��	�
����o����

$BSMTPO &� 	����
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%JBNPOE 1� "� 	����
� $BSEJOBM 8FMGBSF *OEJWJEVBMJTUJD &UIJDT BOE *OUFSQFSTPOBM
$PNQBSJTPO PG 6UJMJUZ� $PNNFOU� +PVSOBM PG 1PMJUJDBM &DPOPNZ ��	�
����o����

%VHHBO +� 	����
� 6ODPWFSFE TFUT� 4PDJBM $IPJDF BOE8FMGBSF ��	�
����o����
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��o���
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� 4IPSUGBMM 6UJMJUBSJBOJTN� " ǲFPSZ GPS 7BSJBCMF 1PQVMBUJPO %FDJTJPOT�
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����o����

.D$BSUIZ %� 	����
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�����o�����

.D$BSUIZ %� ɨPNBT 5� BOE .JLLPMB ,� 	����
� 6UJMJUBSJBOJTN XJUI BOE XJUIPVU
&YQFDUFE 6UJMJUZ�

.D%FSNPUU .� 	����
� 6UJMJUZ BOE QPQVMBUJPO� 1IJMPTPQIJDBM 4UVEJFT ��	�
����o����

.D%FSNPUU .� 	����
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����o����

.D.BIBO +� 	����
� $BVTJOH 1FPQMF UP &YJTU BOE 4BWJOH 1FPQMF�T -JWFT� ǲF +PVSOBM
PG &UIJDT ��	���
��o���

.FBDIBN $� +� (� 	����
� 1FSTPO�BĊFDUJOH WJFXT BOE TBUVSBUJOH DPVOUFSQBSU SFMBUJPOT�
1IJMPTPQIJDBM 4UVEJFT ���	�
����o����

.PTT 4� 	����
� 5JNF�4MJDF &QJTUFNPMPHZ BOE "DUJPO 6OEFS *OEFUFSNJOBDZ� *O
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1BSmU %� 	����
� 3FBTPOT BOE 1FSTPOT� $MBSFOEPO 1SFTT 0YGPSE�

3BCJOPXJD[ 8� 	����
� 5P IBWF POF�T DBLF BOE FBU JU UPP� 4FRVFOUJBM DIPJDF BOE
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����o����
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����o����
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���o����
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